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1. 

De aequationibus secundi gradus indeterminatis. 

Dissertatio inaugaralis. 



(Auetore Adolph, Göpel.') ♦) 



Lratis numeris A et C, aequationem o?^ — Ay^ = ±C cel. Lagrange 



<iVA, fractio — sit in 

numero earom, quae verdos ^^A conyergunt. Eyoluta igitar radice y/^ in 
fractionem conlinuam, methodum indicavit, qua omnes numeri C<dA inve- 
nirentuFi) per qaos aequatio illa solvi posset. Qui, quamvid ab A ita pcndeant^ 
ut nonniBi evolutione radicis -^A eruantur, nonnulli tarnen sunt, qai ex sola 
discerptione numeri A cognoscantar; quod quomodo fiat in numeris primis 
formae 4n4-3 eorumque dopiis, liisce paginis explicandum mihi conslilui. 

§. 1. 
Quaevis radix ^-4 = ^(0* -}-*)> obi a*<lil<;(a-f 1)N in fractionem 
continuam eversa, cujus numeratores unitati aequales siol, habet denumeralores 
(quos quotientes vocant), qui symmetricam formant periodum ejusmodi: 

(ä, /it, /Ij, .•. (titi, |A,, 2a, ^1, cet.). 
Designantibus more soiito \' ^ , -^^^^ *•*) fractiones versus }/^ convergenteiJ, 

y quotientem completum (ut est apud cel. Legenäre)^ qui ad quem* 
cunque quotientem fx pertinent, habetur 

«) (Vide hujus Diarii lern. 35 p. 318 et 313). 
'*^^) Adjeclis zero proxime antecedente^, apicibus imtequeates denotantur. 

Crelle^t Journal f. d. M. Bd. XLV. Heft 1. 1 
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o_ . _ . 



sive iqJ'\'qD)'^A — (aq'\'p)'}fA = {aq'\'p)J'\'{aq'^p)D — qA; unde 
(1.) qJ+qD = ay+/>. 



(2.) pJ'\'pD = bq — ap atqae eliminando D vel J, 

(3.) J = (W— ;>J)[%-a(W+W)-/'J^]^ 

(4.) fl = {pq-pq)[{aq'\^pf-Ait)\, 

ila ut series D sit series valorum expressionis x^ — Ay^ alternis signis affecto- 
ram; et si quod D evolatione radicis }fA inventam sit, aequalio x^ — Ay'^ 

= ±D per fraclionem — , qaae ad illud D perlinet, aolvenda est. Deinde 
quam sit 

(5.) fiD == J-f J', 

(6.) A^J" = Dir. 

Aeq. (6.) docet a esse limitem, Q^^™ ^^^ excedit «f; aeq. (5.), 2a esse eum, 
quem non excedunt ^ et D, qnippe quod J el D sunt Dumeri posilivi. Prae- 



terea series nameroram (• . . J, J, J', . . .) et (Z^, D, ly, . . .) utraque habet 
periodum symmetricam ; et si quotienliam periodus ila est inslituta, ut non 
habeat terminum medium, (D, . . . Dj^^ D^ • • • D^ est ejusdemmodi periodus. 

Contra est {J, ... J^, •'jr+i^ •'x • • ^l a^q- (6«) baec est -J = JjJ+i -}- /^x ^ 
quoniam duo D, quae sunt media, inter se aequalia sunt. Sin terminum me- 
dium babeant quotientes, ita (iU^, . . . ^^9 ^> /^jc • • O^ bebet etiam series D, non 
bebet J; et aeqq. (5. 6.), posito fi=^&, evadunt: 

&D=.2J, A-^ = Diy. 

Unde elucet, illud Dj quod est in media periodo, esse divisorem numeri A, 
si est impar; numeri 2A, si est par. Jam quum neque numerus primus p 
formae 4ii-f 3 neque ejus duplum possint in formam J^'\'iy redigi, necesse 
est ut quolienles radicis ^p vel }^2p babeant terminum medium, alque medium 
D sit aut =2 aut =p. Sed quum p sit >>2a el D oporteat esse <Z2a, 
concluditur D esse ==2, alque binc, aequationem x^ — Ay^=:±2 solubilem 
esse, si A est numerus primus 4ii-|-3 simplex vel duplex. Signum intelli- 
gendum est superius, si n est impar, tnferius, si n est par; id quod, omissis 



/• Gäpelß de aequatiombus see. gradu$ indeierm. 3 

ex illa aeqnatione Dumeri 8 multiplis, in oculis est. Quae, quom satis sint 
Omnibus nota, equidem ab ovo non repeto et quae sit quotientibos radicis )fA 
conditio, si qaod est D = 2^ disquiram. 

§. 2. 



Positis -^, — fractionibus, quae ad i9 = 2 pertinent, in aeqq. (1. et 2.)^ 

habes : 

(7.) n{a--J) = 2n—m, (8.) m{a-{^J) — nb = —2m 

ande ea, qnae quaeritar, conditio elicienda est. 

I. Nam 81 est 2n<Cn sive oltimns fractionis — qootiens >i^ evadit 

2n — m<Cn, atque existente nnmero integre, 2ii = fli; inde J=s=iL 

Quotiens correspondens /i est proxime <! |7" , ergo = a; qnamobrem 
aeqq. (7. et 8.) hae fiunt: J' =i a, 2afn — bn=: — 2m, unde formae 



a=^ + mn-\'nz, A = 2Ä, Ä = + m*-["^* erunntor. 

IL Sin est 2ii>*fi sive nltimns fractionis — qnotien8=l, est certe 



2n — i/i <I 2it — m alque ex aeq. (7.) 2»— *m = fi^ J=^a — 1, eodemque 



ac supra modo J==if— 1, 2am — bn=^m — 2m, = +ii (ii— m)-f««^, 
*=26'-f 1, Ä'=+m(n — iro)-f mar. 

In utroqae autem casn habemns doo J, quae contigua sint et aequalia, 
unde adhibitis aeqq. (5. et 6.) statim deducilur, illud D, quod est 2, esse 
medium periodi terminum. Radices itaque numerorum A, quibus aequatio 
x^ — ^y^=±2 solubilis est, in fractionem continuam evoiutae, habent quo- 
tienlium periodum: 

I. aut hanc, si il=ir'-f2fi^ 

{a, /Ui, .. . . fix,a,fix . ...) 
ubi 



(9.) m=2n, tnn — mn^=±i^ 
(10.) 2am — bn = —2m, 

II. aut hanc, si ^ = ä''\^2b' + i, 

(a, fi, fi^^i^ 1 , a — 1 , 1 , ^j^^i, ,a| • . . . ) 
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ubi 



(11.) m = 2it — n^ mit — iiifi=:±l^ 



(12.) 2am — hn = m— 2m. 

I. Jam palet ex aeq. (6.) A — i^ = 2D' sive D'^es^B, id qaod buic 
theoremati locam dat: 

^Omnibod numeris prirois 4^1' -f 3 eoramqae dnplis ^=a^-f20^ 
^aequaliones a^ — Ay^ = ±2, = + solnbiles sunt. Signum intellige superiud 
„vel inferius, prout Ä (vel ^JL) est formae 8-4"+ 7 vel 84" + 3.'' 

IL Item posiliöJ'=a— 1, Z>=2 in aeq. (6.) evadit J[ — (a— !)*=/>', 
iyrr=a + i'. Deinde posiHs ti'=\, D'=a^h\ J' = a—i, palel jr"=*+l, 
D^* :=^a — V. Quae hidce verbis exprimunlur: 

^Omnibus numeris primis 4^1' -f 3 eorumque duplis 4=:a^-{~2i'-('l, 
^aequationes a?^ — Ay^ = ± 2, = q: (a -f V\ c= + (a — V) solubiles sunt, signis 
^ut supra .babitis." 

Haec dno tbeoremata, qnae ceL HelUrung, Med. Dri., debentur, eandem 
melhodum secutus exposul qua doctissimu^ vir in libello roanuscripto, quem benigne 
mecum communicari voluit, meoque permisit arbitrio, ingeniosissima usus est. 

§. 3. 
Aequationes conditionales supra laudatas pauIo accuralius in vesligabb et ne 
qua oriatur signorum ambiguitas, seorsim aequationem a^ — Ay^ = — 2 tractabo. 



Conjunctis aeqq. (9.)^ quae ad A^=itr-\'2B speetant, evadit 2ii'-f 1 =mif^ 



unde concluditur m et n esse formae u^'\-2v^\ cujus mibi, quamvis cogni* 
tae, rei demonstrationem liceat afferre. Discerpatur enim quotientium series 

(0^ /^i9 JU29 • • • • t^x) atque babeatnr (0^ ^1, /i2) • • • • i^y^i) cum convergentibus 


P P 

et (ju^ , . . . . fij,) cum convergentibus 



n n 



. 00 



et t denotante± 1, eril /^ — ^/y = i, tix — tix = — i. Est deinde -^ = ^ \^ , 

— = ^ ' ^ et m = 2ii sive 

000 

(13.) pn^2qn -^ 2qx^px. 
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Posilo 

(14.) d = (pn-^2f7i)i = {2qx—px)i, 

d 

«pparel numeros n, x, n, x basce habere formas 

ea qaidem lege, ut sit 

C16.) (^+2 = «,, 







id quod substitutis valoribu$ n, x, n, x m aeq. nx^nx=: —i reperitur. lidem 
valores in expres8lones m et n sabsiituti dant: 



• _ . 0. 



Vides numeros 6 et ii semper esse positives. Numeros antem ^ positivos 
vel negativus est proul — minorem vel majorem quotienlium numerum com* 
pleclitur; namque si ita discerpitur, ut fiy fiat ultimns primae partis quotiens, ea 




X 



■?•' « ' ■^' T» ****^' qaaeadhuc fuerunt, fiunt -J, -2^^, 0— 5-» ii^^^^» 
7 ^ " ' 7/*T+9 «-*^ '^^ 

— 1, <r, unde CT = (27X— ^;c)i— ^y(/>x — 2yx)« = cJ — ^^.f|.<y igilur eo 

minor exsistit, quo major est index y. At sumto >* = 1 , est o = 2n posi- 


tivom, et sumto y = 07^ est(T=: — 2n negativum. Est itaqoe aliquod <)*^# quod 

Sit negativum , dum (^ est positivum aut saütem &= 0. Quodsi d est positivum, 

est =1, id quod hoc modo derivatur. Quoniani 

aive (« — <JiUy)y>(f,iUy— (y)iy, 
quod per Cj multiplicatum, hoc est: 

2y><>(€i^y — <y)y-|-«i(«i^y — <y)y, 
elucet, quod ^ifij'-'d positivum esse posuimus: 

aut 4) <^(«i itty ~ iJ; = 1 - unde cJ = 1 , ««^ = 3 , r^ ^^ = 2 , /i^ =: 2, 
€==:3, €1=1, quae In aeqq. (15. 17. 18.) substitula dant 



/. Göpel, de aequatlonibus «ee. gradus indeterm. 

x = 3y + J, x = q 4-J, 
2n = 3p-^p, 2x=p-\-p, 



ft • 

ubi px — 2qx = i el fractiones —^ — , ^' ^ sant in numero earum, qoae 

7 '^ 27+7 
versus — convergont; 

aut J?) ^(fijt^y — tf) = 0, unde <J = 0, €64 = 2, i. e. 

aut fi) ^=1) €1 = 2, quod dat 


71 = q, y = 2f, 

O 

2n==p, x=p, 

. 

ubi pn — 2qx=:i el ^^ — versos — convergunl, 

7 ' " 

aut 6) e = 2, £1 = 1, unde 

n = 2q, x=q, 

• 

n = p, 2x=p, 



ubi 4"9 ~ versus — convergunt et px — 2qx = i. 



Quibus Omnibus in unum collectis, concludendum est, omnes formae 
2fi^-f ^ divisores posse per formam u^-\'2v^ exprimi; ita quidem, ut si sit 

O 

n==ti*4"2^% iw = a* -|- 2/9^, habeatur au — 2ßv = i, n = cr-f /?w atque 

28 — a a 2/34-0 a 2ß 28 a m 

aut -^- , — , —^"T — aut — , -^ aut -^, — versus — converganl, prout 



est aut 2r>fi>p aut ii>2r aut ii<;r. 



Istae jam fractiones singulatim pro -^ et — in aeqq. (3. et 4.) ponantur 

atque eruanlur correspondenles numeri J et D, quae ut uno ictu perficiantur. 

substituas « 

p^ 2rf<>/?+fa p^ 2dß+ea 

g ~ d-u + e\ ' » ~ ^'^+^^ 

atque deinceps pro d, e, d^\ e qui iis conveniunt, valores ponas. 
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. 

Invenilur pq—pq=:^{d^e—de)t et 

(19.) J = {d'>e—de)i \ — Außa 



rfrf" 



+ «'* 



-c? 





ee 






'-{ttU-\-2ßo)a 
— 2ttß 

Aequationis (10.) ope evenit 

u'b — 4ußa-4ß' = 2(— »**-}- 2a»a-f-o-), 
quare designantifaus brevitaüs causa 

(20.) y = [—uvb-\-{ttu-\-2ßo)a-\-2aß]i, 

(21.) V = (—»'*-}- 2apa-j-«*ji = i(ii'4 — 4tt/?a-4^)i, 



habetur J=i(d^e — de)[2dd^—ee)tp—(de'\'d^^e)(p]. Compatatione expres- 
sionis D supersederi polest^ namque comparatis inter se aeqq. (3* et 4.) 



apparet ex tertia, matalis aigno et p, g in p, q, quartam fieri. Est itaqoe 

D = id''e-de)[{e' -2(P)yj'\'2de(p]. 

§. 4. 
Aileram jam conditionem (ll.)) <iuae ad ^ = a^-f 2^'~f^ pertinet, 



eodem modo traclo. Fit enim 2n'^ -{- i = (tn -{- n) n, accommodatisque iis, quae 



supra dixi, ad hunc casam, coostat esse n = u^'^2v\ m -f n = a' -f 2/?'\ 
existente ati — 2/?i? = f, n= av-fpu^ fn=a{a — r)-}-/?(2/9 — ii); constat 



20 — o a 23+ a a 28 2n 

msoper fractiones — =- , — , — ^-V — «ot — , -^ versus — convergere. unde 

^ u — i; V ' u-fv V ^ u n t» -> 

® U — V V ^ U-fO V H 



23 — « a — V . 2n — n . tn 

'^ , esse in numero earum, qaae versus sive — conver- 



gant, prout est 2r>>ti>*r aut ti2>2{7 aut ti;>r. In eodem fere, quo 
supra, loco res est. Namque ubi fuit 2ß, a, hie est 2ß — ti^ a — v. De- 
Signanlibus itaque, adhibita aeq. (12.) 

(22.) <p = [— iir*-|-((a — r)ii+(2/9 — ii)t?)a-j-(a-r)(2/:f — w)]f, 

(23.) yj = [^c'b'\-2{a—v)va'\-(a—vf]i 

= \[u'b — 2ßß-u)ua-{2i3^u;]i, 

J et D haben! easdem atque supra formas. 



8 I. Gopelj de aequalionibus sec. gradus indeterm. 



A. Jam si est 2v "> uz>v ponatar saccessive rf«=l, ^t=— Ij 

B. Si est tt>2o, poaatur rf== 0, «==1; rf=l, ä=0, fit iy = xp; 

C. Sin est u <iv, ponalur rf=l, tf=0;if = 0, «=1, evadit 
iy^2\p; J=^—ip, D = l/^ 

atqoe onmibas casibus id est commane, ul sit A=^J^ -{- DD^ =^ql^ -\-2^^ 
uade apparet quem vid numeram pritnuin 8n-f 3 in qaadratam daplicemque 
quadratam disdolvi posse. 

y) omnino est posilivum, q> aolern^ quod sigrinm habeat, ex aeq. (24.) 
(11* — 2r*)i^ — 2if»9 = i, quam muUiplicatis aeqq. (20.) (vel 22,) per 4wr, 
{fumnia aeqq. (20.) (vel 23.) per u^ — Zv^ alteraque ab altera subtractis eraere 
licet, cognosces. Habet enim idein, quod u^ — 2r% sigaum. Haeo aeqoatio 
docet qaoque expressiones \q?— y^ et (u*— 2v^f — 4tr*p' sive (h*— 4r^)(tt*— t?*) 
eodem esse signo praeditas. Quare si est tp>2(p, signi nulla ratione ^babita, 
reperitur 2«?>?/>i;, quod sub (A.) evenit; sin est yß<Z2(p, est aut ii>2o 
aut u<iv, quae ad (B.) et (C.) pertinenL Invenio itaque relationis inter 
n et r criterio, quum numeri primi eornmque dupli una tantnm ratione per 
formam a^-\'2y^ exprimi possint,^) hocce propono theorema: 

^Nomeris primis 8n4~3 atque eorum duplis ^= 9)^-f '^V^« aequationes 
^indeterminatae ar* — ^y^-= — « (V^ -f" ^y)? = «V> ^= — *(V ~ 2y) soluhiles 
„sunt, si est y/ > 29; aequationeso?*— i€>^ = — f.2^, =i'% si e8ti/;<;2y." 

De signo literae i infra dicturus sum. 

8. 5. 

Venio nunc ad eos numeros A, quibus aequaUo x^ — Ay^ = 2 propria 

est, id quod imprimis numeris prirois 8»-j-7 eorumque duplis convenit atque 

deinceps ejus casus, qui est in §.2 sub L rationem babeo. 

Discerpentibus , ut in §• 3, quolientiiun seriem atque iisJem literis 
00 00 

ntentibus, est pq—pq = i, tiJt — nx =^ t et 

(25.) d = (pn'^2qn)i =x (2qx-px)i, 

(26.) l ^ = ^9'\'^Vr x^i^q + hq, 
2n=idp'\-tpi 2x = (yp-f€,/^ 



*) Vid. Legendre, Theorie des Nombres. 
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existente conditione 

(27.) (y^-.a=*«,. 

Fiunt deinde 

(28.) n = <f£±ifc=2j|^ 

(29.) 2m = <f^±%=i', 

(30.) n = :^k. 

Numeros itaque d est positivus et quum sit d* =^d — Bifiy, J minuitiir, 
donec «i est positivom, augetur, donec est negalivom. Existente, Ö^ — 2 = ^'ei, 
«' = ai, ej = 6", vides esse «'«i^a^x si *i negativum, B*h\<i^.Bi si est* 
positivuin, omni igilur ratione esse «i sive e"<C9; quare, si duo contigoa e 
sunt negativa, omnia reliqua eodem eront signo affecta. Jam quum proindice 



ys=l fiat €s=n positivum et pro yt=Xy e=i^m negativam«, erit aliqnod 
€ et unnm qnidem, quod sit po&itivum, dum e' est negativum; qaod cum 
aeq. (27.) comparatum , ef&dt J=l, € = 1, e'= — 1; etenim , si e" esset 
positivum, iiaberentur duo contigua et aequalia d, id quod absurdum* est. 
Aeqq. (27 — 29.) hae sunt 

w = (9 + J)' — V> 






Elttcel iode » habere formam = ii* — 2ir*, m t= 2/?* — a% ita ut sit au ~ 2ßv=i, 
n=:ftu — av et fractiones — , — ^~ — versus — convergant. I^ubstitntia ita- 

oriri in pronitu est. Sed aeq. (10.) Donc fit: 

qaare designantibus 

(31 .) 9 = [- ttp* -f- («tt -I- 2ßv) a + 2aß\ i , 
(32.) V == [— »**-}- 2«!?. a + a']« 

CnU.'s Journal f. d. M. Bd. XLV. Heft 1. 2 
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est 

J = (<fe'-rf"«)[(3<lrf"-j-w)v+(rf«+rf"«)y], 

D = (d^e — de) ((2rf' + «') 9 + 2<fcy]. 

§. 6. 



Altera aequatio (11.} <P^^ ^^^ 2fr --i = (m-\-n)n docet esse 



11 = 11* — 2r% m-f^* = 2/i* — a\ au — 2ßv = i onde n =^ ßu — av. 





m 



= /9 (2/3— «) — «(« — r) et fracliones — , -^^ — ^ versus — vel -2 — ? 
^-^- i — ^ ' versus — convergere sequitur. Quare quum 

p _ d^{2ß—u)'\'e(a—v) p _ rf(2jg— f#)-f i>(a-~t;) 

in aeqq. (3. et 4.) ponenda sint, res se eodem, atque in §. superiori, modo 
habet, nisi quod hie est 2ß — u, a — v, ubi fuit 2ß, a. Designent itaque 

(32.) y = [— tiü* + ((a— r)ii-f(2/?-ii)r)a-f(2/?-r)(a — r)]f, 

(33.) V = [— r'* + 2(a — i?)üa + (a — r)*]f 

= i[-tt'ft + 2(2/9 — ii)tifl4-(2/3-ii)*]f 
et reperiuntur pro J e\ D eaedem, quae in §. superiori sunt, expressiones. 

Subsliltttis jam suis pro d^ ^ valoribus, nimirum tf=0, «=1; i/=l, 
e = — \, exlslil iy=yj; J^<p — rp, D=2(p — 3tp, unde A^J^-^^DM' 
= y* — 2v^; i.e. numerus primus 8n-f7 in formam y* — 2v^ redigi potest. 
Quod quum innumeris modis effici queat, antequam theorema de aequatione 
nostra proponatur, disquirendum est, ad quamnamrepraesentalionem per formam 
(p^ — 2v^ illud tp perlineat; oportet enim y; infra 2a esse. Una certe reprae- 
sentatio est ita instituta, ut sit '^<Z2a, ea nimirum, quae minimis numeris 
expressa est et per f^ — 2^^ denotetur. Reliquas omnes haec formula: 

{Pf-2(igf-2{iif-pg)\ 
positis pro p el q omnibus, qui aequalioni p^ — 2y* = l satisfaciunt, positivis 
vel negativis valoribus, complectitur. Etenim denotantibus 2fi maximum inter 
<P'\-f et V^-f^, 2v inier (p — f e\ \p — g divisorem, est 

y+^=2^a, (p—f^4vß, tf;-\^g = 2fiß, \p—g^2va 

sive 

r-2/=:y*-2i^ = (iu'-2y')(c* — 2/3*), 

cujus alter Factor ex. gr. /i^ — 2i'^ = ±l. Eliminatis ex illis aeqq. (ct. et /3.), fit 
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»'(9»+/') = A*(V— .y)» 
2v(tff-\-ff) = fi((p—f) 
sive 

unde, exislente {fr-\-2v^f — 2 (2jUv)' = (|tt* — 2»^)'=1, formula supra lao- 
data oria est. 

Res itaque verlifar in eo, ut valores p e\ q inveniantor, qai qf—pg-<jta 
reddanl. Fit autem 

A y* — \aqf<i^ — 4«*, 

{.4y-2a/-)'<(J + 8aV. 
2fl/-+/M+8o«.g) 

et qoum g<i2u, f<iSa esse posuerimaa, y<112 seqaitar. Solota aeqoa- 
Hone /i* — 2y^=l, inveniantur pro — hl valores: "n"^ "o"' U ^^** 

Unus est itaque, qui q contingat, valor, nimiram ^ = 2, p = 9^ ita at 
duae tantam siut numeri A repraesentationes, qaaram altera si est <p^ — 2y/^j 
altera erit {Sq) — 4tpy — 8(2<jp — Sy/)^; alque 2<p—Sy/ sit idem illud D, quod 
supra inventum est. Quae, quomodo ad numeros primorüm duploa accommo- 
denlur^ quum satis in medio sit, bocce proponere licet tbeorema. 

^Numerls primis Sit^-? eorninque duplis A^=(p^ — 2^^, abi ip<i2a, 
„aequationes x'^ — A^^^=:i.\p, = — i{2q> — Sip) solubiles sunt.'^ 

§. 7. 

ReliquuQi est, ut de signo lilerae t nonnulla dicam, cujus determinandi 

modum suppedilant aeq. (23.) {u^—2v^)yj — 2uv<p = i et aeq. (35.) (ti*4"2*^)V 

— 2uv(p s= fj quae ex aeqq. (33. et 34.) comparata est. Quamvis enim 

ti et i; incognita sint, constat tarnen u esse impar et ad eliminandas ex Ulis 

aequalionibus literas ti et r satis est nucieri 8 multipla relinquere. Aeqnatio 

itaque (23.) fit: 

yß — 2v(uq>'\'mp)^i (mod. 8). 

Jam sl if^-^- 2y/^ est numerus primus, ip est inipar; sin est primi duplex, erit 
q)s=z2q>i atque q>i impar, quoniam y^'\'2<pl est numeros primus. Posito (p 
impari, aut v aut u<p'\'inp est par et babes 

f/f ^ i (fflod. 4). 

2* 
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Posito autem ^ = 291^ (pi impari, evenit 

xp ^ i (mod. 8) pro v pari , 
tp'\-4^—i (mod.&) sive y/^Si pro v impari, 
unde elacet t esse aut =1 aut — 1, prout xp habet formam 8n-f 2 + 1 
attt 811+6 + 1. 

In altera aequatiooe (35.) 9 qaae fit 

yj -f 2v (vyj — uq>) ^ » (mpd. 8) , 
ip aift impar aut per 4 divisibile ponendum est, quum nttmeria primis 8n-f 7 
coDveniat <p impar, primorum doplis sit qi=^2^i et ^A:=^2(pl — v^, unde <pi 

par est. Habes itaqne 

\p ^ i (mod. 4) 

si (p impar ponis ; atqoe pro (p = 491 fit 

aut rp^i (mod. 8) aut dyj ^ t sive rp ^ 3t (mod. 8) , 
unde colligitur esse t = 1 aut = — 1 prout rp öst formae 811 -f 3 + 1 aut 
8ii-f 6±1. Quihna omnibus colleetia, quum aut t^ — 3 aut ^—i pet 4 dt-» 

< visible sit, signorum regula baec est: Pro A numero primo, est i = (--l) ^ , 

pro A primi daplo, est t = (— 1) * . 

Hisce equidem brevissimam eas, quas solnbües ease demoostravi, ae- 
qaationes solvendi metbodum adjiciam , quae etiämsi in oniversam adhiberi 
neqaeat, laboriosae tarnen, ubi suppelit, magnarum radicom evointioni praefe* 

renda est. Numerorum enim, qui eandem babent periodum sive idem — , 

multitudo est infinita et unus est, qui sit reliquis minor, quem sui generis minimum 
dicere licet. Dalisque m et n sive 11 et v^ per aeqnationem Indeterminatam 

(u^+^v^)rp — 2uv(p = f 
omnes valores 9 et rp, quorum singuli sunt <C^^ + 2v^ et <Z2uv atque inde 
omnes A inveniuntur, qui datam babeant periodum. Vice itaque versa, datis 

q> el rp quum uoum certumque — conveniat, aequatio il!a numeros ti^ + 2r^ et 

2uv inveniendi modnm subminislrat, modo ne sit A sui generis roinimoa* 
Nam quotiescunque abstrabentibus a signo est ip'^u^ + 2v\ rp'>2uv, satis erit 
aequationem <p'rp — rf/q> = i ita solvisse, ot y/ sit par et <CV^/ id qnod unli 
tantam ratipne fieri posse oonstat: contra, si A est minimus sive (p<Z^ + 2v\ 
rp<i2uv, erit ü^'+2v^=:(p'-\-z.q>, 2uv=zri/^zrp et si quis numernm z 
quaerere velit, is rursus in aequationem quadratam , quam evitare vuit, incidat. 
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At quam numerom q> interdum negativum esse viderimus^ pro tp pono 
x(p et xw pro ti' + 2r% habitis 9 et tr positivis, quoniam illis nnmeris idem 
est Signum x. Est igitur aequatio wrp — 2uv(p = xi. Quare resolula aequa* 
tione if^yff — rf/tp =A = + 1, ita ul sit 1^' par ei <CV^, numerus (p^ ±2y/'^ 
coroputandus est, qui si qod fit quadratus, A est sui generis roinimua, cujus 
casus rationem amplius non habeo. Sin fit quadratus, est 9'^ + 2^^^^ = n^ = 
{ü^±2v^y et babes w = q>', 2uv = yj', xi=L Jam si est n-fm sive 

(ii^±2p')+x(ii* + 2r^> imparis duplum, x est = l et ii^ = .2+!£, „^^+!lLZi£ 

t=i. Sed si n'\-w per 4 divisibile, id quod superiori tantum signo con- 

tmgere potest, est x == — 1 et vr = , ü* = ' ■ , i = — A. 

Erutis boc modo valoribus ti et r^ per älterem linearem aeqoalionem 
au — 2ßv = t^ a el ß inveniuntur. In (§§. 3. et 5.) est fractio versus — 

Ww 

convergens — , oode a<iv; in (§§.4 et 6.) est , unde a<C2t>>>r. 



Aequatio igitur au — 2ßfD=^i ita reisolvi debet, ut sit a<iv pro numero 
^c=:a'-j.2Ä; 2i?>>a>r pro numero 2l = a'-f ^ft'-fl. Qnibus valoribus 
inventis, hasce babes soluliones mintmast 

{au^2ßf--A.u^^ -^i.Z^p, 
i{a-\){u + v)^2ßJay-A.{u + vf = -»>±*.2y), 
((a— l)(ii-.r)-f 2/9-a)*— A {u^vf = _f(2y — Sv') 
et qua lege reliquae inveniantur, omnibua constät. 

At si numeri 9 et y/ non fuerint dati, babes cerle metbodnm numeros 
primos il = 4it4-3 per formam q>^±2^ exprimendi, similiimam ei, quam 
Gel. Gaufs in disquistionibus arilbmeticis (n. 265) de discerptione nume- 
rorum primorum 4ii-f 1 in duo quadrala proposuit. Evoluta enim radice 
y^ = )^(8ii-{-3} in fractionem continuam cum quotientibus complelis, invenietur 
aliquis denominator, qui sit dimidius proxime antecedentis vel insequentis vel 
ipsorum summae, atque bic est tp et babetnr ^ = 9^-f 2v^. Atque in numeris 
primis formae 811 -f 7, eodem modo existent duo denominatores contigui, quorum 
summa sit duplex correspondentis J) quorum uterque pro tp snmmi polest, ita 
ut babeatur -4 = y^ — 2v^. 
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2. 

Zur Theorie der Ebene. 

(Vom Herausgeber.) 

(Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 1. Mai 1834.)*) 



Oekanntlicb hat man sich vieiffiltig bemöhl, einigen von den Stellen 
der Enklidischen Geometrie, die entweder nicht so klare Vorstellungen ge- 
wfibren, oder denen eine nicht so ununterbrochene Folgerichtigkeit eigen ist, 
als dem ganzen flbrigen, so vortrefFlichen Werke, jene Klarheit der Vorstel- 
lungen zu verschaffen und die Locken der Schlufsfolgen auszufallen. Insbe- 
sondere waren, zum Beispiel, die Bemflhungen um die Theorie der Paral- 
lelen zahlreich, obgleich von denselben wenigstens alle diejenigen, die nur 
von Euklides Sätzen ausgingen und bei seinen Hfllfsmitteln stehen blieben , 
immerfort mifslangen. Auch um einiges Andere hat man sich vielfältig be- 
müht, jedoch nicht um alles, was zu wflnschen flbrig bleibt, gleich angele- 
gentlich. Gleichwohl ist darunter ein Gegenstand, der nicht minder unvoll- 
kommen, obschon gewifs nicht minder einflufsreich auf alles Übrige sein dürfte, 
als irgend eiii anderer: ja, der selbst noch unvollkommener, obgleich eben 
so wichtig ist, als die Parallelen -Theorie. Dieser Gegenstand ist die Theorie 
der Ebene. Bei den Parallelen drückt sich Euklid wenigstens völlig be- 
stimmt und klar aus, und die Schwierigkeit ist nur, dafs dort ein Satz ohne 
Beweis angenommen werden soll, der des Beweises fähig zu sein und zu 
bedürfen scheint. Bei der Ebene dagegen sind die Worte des grofsen Lehrers 
der Geometrie sehr unbestimmt, wenigstens dunkel. Euklid sagt: ^Eine 
Ebene ist, welche zwischen jeden in ihr befindlichen geraden Linien auf einer- 
lei Art liegt.^' Diese Definition scheint derjenigen nachgebildet, welche er von 
der geraden Linie giebt, und welche diese Linie für diejenige erklärt, „die 
zwischen jeden in ihr befindlichen Puncten auf einerlei Art liegt.'' Die Worte 
„auf einerlei Art liegt'' geben aber offenbar keinen, auch nur einigermafsen 



'^) Der Herausgeber hält es für nicht unrecht, dieser Abhandlung hier in diesem 
Journale den Raum, welchen sie einnimmt, für diejenigen Leser zu gestalten, denen 
vielleicht die Denkschriften der Berliner Akademie nicht zu Gesicht kommen; denn der 
Gegenstand verdient offenbar allgemeine Erwägung. 
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ausschliefsendeii Begriff von irgend einer bestimmten geometrischen Gestalt, 
und lassen folglich die Vorstellung von der Ebene völlig in Ungewifsheit. 
Gleichwohl ist die Ebene das Conslructions-Feld fast der gesammten flbrigen 
Geometrie; und gleich der erste Satz des ersten Buchs des Euktides be- 
darf eines bestimmten und festen Begriffs der Ebene, wenn er nicht, nebst 
fast Allem, was folgl, im Dunkel und im Ungewissen schweben soll. Es 
wäre daher zu erwarten gewesen, dafs man sich um die Theorie der Ebene 
wenigstens eben so angelegentlich und vielfdltig bemüht hätte, als um die der 
Parallelen. Aliein dies ist nicht geschehen. Die Ursache mag sein, weil die Paral- 
lelen (die Qbrigens auch ihrerseits den Begriff der Ebene unumgänglich nöthig 
haben) ein viel einfacherer Gegenstand sind, als die Ebene: ein Gegenstand, 
der nicht allein vielseitigeren BemQhungen zugänglich ist, sondern bei welchem 
auch die Nothwendigkeit der weiteren Aufklärung mehr in die Augen springt. 
In neuerer Zeit hat man gesagt: eben sei eine Fläche, wenn die geraden 
Linien, welche je zwei beliebige in der Fläche liegende Puncle verbinden, 
ganz in der Fläche liegen. Gleichzeitig hat man die gerade Linie fOr den 
kürzesten Weg von einem Puncte zum andern erklärt. Diese Definition der 
geraden Linie giebt aber noch weniger eine bestimmte Vorstellung von der 
Gestall des Gegenstandes, als selbst die Euklidische, und scheint ihr daher 
auch nicht vorzuziehen. Die Definition der Ebene aber, obgleich sie allei- 
dings bestimmter ist, als die Euklidische, schliefst, wenn man sie näher be- 
trachtet, so auffallend Lehrsätze in sich, dafis sie, aus eben den Ursachen, 
aus welchen die Euklidische Begrflndnng der Parallelen -Theorie nicht zu- 
gelassen werden mag, noch viel weniger 4firfte zugestanden werden können. 
Denn zieht man z. B. in der Ebene, in welcher das Dreieck ABC Fig. 1. 
liegt, durch eine der Ecken A und durch, einen beliebigen Pnnct D der 
gegenüberliegenden Seite die gerade Linie AD, so soll dieselbe, der Er- 
klärung der Ebene zu Folge, ganz in der Ebene des Dreiecks liegen: alle 
Puncte der Ebene in dieser Linie sind also völlig bestimmt. Zieht man nun 
hierauf aus einer zweiten Ecke B des Dreiecks eine gerade Linie BE nach 
irgend einem Puncte E der gegenüber liegenden Seite AC, so soll auch diese 
Linie eben so wohl ganz in der Ebene liegen, und alle Puncte der Ebene in 
dieser Linie sind ebejifaits völlig bestimmt. Beides zusammen: dafs AD 
und BE ganz in der Ebene liegen, ist also offenbar nur dann möglich, wenn 
AD und BE, etwa in F, sich schneiden; denn sonst wäre von zwei Ebe- 
nen, nicht von einer die Rede. Dafs nun AD und BE notkwendig sich 
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schneiden ) nicht etwa BE unter oder Aber AÜ hinwegläufl, folgt aus sich 
•selbst nicht. Man könnte zwar, wie Einige zu Gunsten derjenigen Eukli- 
dischen Erklärungen thun , welche Lehrsätze in sich schliefsen , die Definitionen 
in der Geometrie Oberhaupt nur Wort ^Erklärungen sein lassen und ge- 
statten, dafs sie Lehrsätze vorausnehmen, die erst später bewiesen werden. 
Allein dann mOfste hier wenigstens später bewiesen werden, dafs BE 
die AD nothwendig schnefdet; welches gleichwohl nirgend geschieht. Die 
neuere Definition der Ebene scheint also noch weniger annehmlich, als die 
Euklidische. 

Da nun die Euklidische und die erwähnte neuere Definition der Ebene 
die am meisten gangbaren und vielleicht auch fast die einzigen sind, welche 
mit einiger Consequenz in das abrige Lehrgebäude der Geometrie einge- 
führt wurden, so scheint es, dafs die möglichste Vervollkommnung der 
Theorie der Ebene noch röckständig sei. Der Nothwepdigkeit einer sol- 
chen Vervollkommnung für die gesammte Geometrie ist oben gedacht wor- 
den; das Interesse derselben aber ist unstreitig grofs genug, da die Eigen- 
schaft, welche die Mathematik und in ihr die Geometrie sich beilegt, einer 
von den wenigen Theilen der menschlichen Erkenntnisse zu sein, welche 
volikofnrnene Sicherheit und Wahrbeil gewähren, zweifelhaft wird, sobald die 
Sätze und Begriffe, auf v/elohe sie siolistOUt, wanken. 

Indem nw hier einig« Bernfthaog^n ■» die Theorie der Ebene mit- 
getheilt werden sollen, beaierke ich NnäeM? dafs ich nicht aliein keines- 
weges die Anoranfsung hege, iiii meinen, es sm mir gelungen, tiefer als so 
viele Andere in einen Gegenstmd einiudriDgen , den selbst Enklides Scharf- 
sinn nicht zu ergründen vernoehte, sondern dafs ich auch die Überzeugung 
habe, es sei und werde für immer völlig unmöglich bleiben, die Begründung 
der Elemente der Geometrie, eben wie auch derjenigen der Analysis, zur 
Vollkotnanenhek zu bringen. Nach meiner Meinung, die ich schon sonst 
irgendwo ausgesprochen habe, ist alle menschliche Erkenntnifs zwischen zwei 
Grenzen eingeschlossen, die zwar weiter und weiter, aber doch nur bis in 
endliche Fernen hinausgerückt werden können, während ihr 0mfang zwischen 
zwei Unendlichen liegen bleibt, die nicht zu durchdringen sind. Aus verbor- 
genen Tiefen heraus entwickeln sich die Elemente einer Vernunft -Wissen- 
schaft, z. B. der Mathematik, und in eine unendliche Höhe hinauf streben 
sie. Was in der tieferen Tiefe und in der höheren Höhe liegt, bleibt für 
immer verborgen. Alles was sich hier, in der Geometrie, so wie in der 

Crelle'8 Journal d. M. Bd.XLV. Heftl. 3 
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Analysis thun läfst, ist: die in sich vollkommen sicheren Schlufsfolgen auf 
möglichst einfache Definitionen und Grundsätze zurQckzufQhren , eben nach dem 
Muster jenes grofsen Geomelers, des Euklides, dessen Cotisequenz noch 
von keinem andern Forscher in diesem Gegenstande flbertroffen wurde. Alle 
Vervollkommnung, die möglich ist, besteht nach meiner Meinung darin: Er- 
klärungen und Grundsatze aufzustellen, die am meisten geignet sein dürften, 
unmittelbar bestimmte Vorstellungen und Erkenntnisse zu erzeugen, oder zu 
erregen. 

Nach dieser Ansicht werde denn nafQrlich auch hier verfahren; aber 
nach ihr ist, wie es scheint, noch Einiges fQr die Theorie der Ebene zu thun 
möglich. Es scheint, man könne, wie das Folgende zeigen wird, die Schwie- 
rigkeit bis auf Erklärungen und Grundsätze reduciren, die nicht widerstre- 
bend sind, und die zugleich den wichtigen Umstand für sich haben, dafs auch 
Euklid selbst sie neben seiner Erklärung der Ebene gestattet. 

Aufser den beiden oben erwähnten Erklärungen der Ebene, der Eu- 
klidischen und der neueren, die, so viel ich mich erinnere, von Robert 
Simson ist, giebt es noch eine dritte, aus der neuesten Zeit, meines Wis- 
sens von Fourier herrührend, die, obgleich, so viel mir bekannt, noch nicht 
in die Geometrie eingeführt, ihrer grofsen Klarheit und Bestimmtheit wegen, 
die gröfste Aufmerksamkeit verdient. Derselben zufolge wird die Ebene 
von der Gesammtheit aller der geraden Linien gebildet, die, durch einen und 
denselben Punct einer geraden Linie im Räume gehend, auf dieser senkrecht 
stehen. Diese Erklärung ist unstreitig ungemein bestimmt und deutlich, und 
ich habe mich deshalb angelegentlich und lange bemüht, zu der consequenten 
Verbindung derselben mit den Sätzen, worauf es ankommt, zu gelangen; 
allein es ist mir mit aller Mühe nicht gelungen, und ich habe an ihre Stelle 
eine andere setzen müssen, aus welcher auch weiter gefolgert werden kann, 
dafs die Fouriersche Fläche mit der postulirten Ebene identisch ist; worauf dann 
die Fouriersche Fläche allerdings zu der weiteren Entwickelung der Theorie 
der Ebene nothwendig ist uud, vereint mit der definirten Ebene, das weiter 
Nölhige leistet; wie sich solches aus dem unten folgenden Vortrage erge- 
ben wird. 

Da die Theorie der geraden Linie zu derjenigen der Ebene unum- 
gänglich erforderlich ist, und die vorhandenen, wie bemerkt, nicht genügend 
scheinenden Erklärungen der geraden Linie zu Dem, was daraus zu folgern 
war, auf keine Weise ausreichten, so war zunächst eine andere Erklärung 
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der geraden Linie nothwendig;. Zu dieser ist hier diejenige angenommen, 
welche sich im wesentlichen schon in meinem Lehrbuche der Geometrie vom 
Jahre 182H findet. Lange vor, so wie nach Erscheinung dieses Buchs, habe 
ich sorgfältig und mit vollkommenster Selbstverleugnung alle Bemerkungen 
erwogen, die man darüber und dagegen hat machen wollen; desgleichen habe 
ich alle andern Erklärungen, die mir bekannt geworden sind, damit verglichen; 
es hat mir aber nicht gelingen wollen, zu erkennen, dafs meine Erklärung 
deshalb zu verwerfen sei, weil irgend eine andere ihr vorgehe; ich mufs also 
bei derselben stehen bleiben, bis eine bessere an ihre Stelle tritt. Ein be- 
schwerlicher, fast entmuthigender Umstand macht sich hiebei freilich bemerklich. 
Da nemlich hier von Dingen ausgegangen werden mufs, von welchen sich 
nichts mehr beweisen läfst, so kann Jedermann gleich die ersten Anfänge 
durch die blofsen Worte: es gefalle ihm nicht, und dann mit den Anfängen 
alles Übrige Ober den Haufen werfen. Allein, wie es scheint, läfst sich ver- 
langen, dafs man wenigstens die fernere Entwicklung gestatte und erst her- 
nach, nicht von vorn herein, urtheile, ob das Ganze, mit seinen Anfängen, 
einige Berücksichtigung verdiene, oder nicht. 

Rücksichtlich der Demonstrations- Methode, welche die hier folgende 
Abhandlung beobachten wird, ist zu bemerken, dafs die Regel derselben 
von derjenigen : nur erst dann von einer Figur etwas zu demonstriren, nach- 
dem gezeigt worden, wie dieselbe durch die gerade Linie und den Kreis, 
das heifst, durch Lineal und Cirkel gezeichnet werden kann, abweichen wird: 
auf die Weise, wie es in meinem Lehrbuche der Geometrie und von Andern 
geschehen ist. Anstatt zu zeigen, wie eine Figur gerade durch Cirkel und 
Lineal gezeichnet werden könne, wird da, wo die Existenz der Figur 
zweifelhaft sein könnte, bewiesen werden, dafs sie möglich ist. Dieses ist 
aber auch ofi^enbar zu dem vorgesetzten Zwecke hinreichend, und es ist keines- 
weges nöthig, vorher, ehe man weiter geht, zu wissen, wie die folgende 
Figur gerade mit Hülfe von Cirkel und Lineal hervorgebracht werden könne ; 
um so weniger, da die Wahl dieser Zeichnungs- Werkzeuge sogar mehr oder 
weniger willkürlich ist. Mascheroni z.B. hat gezeigt, dafs man die Figuren 
der Elementar- Geometrie durch den Kreis allein, Steiner, dafs man sie durch 
gerade Linien und einen einzelnen festen Kreis construiren könne. Also ist 
die * Bedingung, dafs man gerade den Kreis und gerade Linien zur Zeichnung 
anwende , keines weges organisch nothwendig. Auch scheint es besser, die- 
jenigen Lehrsätze, welche bei der Construction der Figuren in den Auf- 

3» 
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gaben enthalten sein können, frei hervortreten zo lassen, als in Aufgaben 
sie zu verstecken. Jedenfalls kann man, ohne die Strenge der Beweise und 
die Folgerichtigkeit der Sätze im Geringsten zu vermindern, wie vorhin be- 
merkt, von der Constructions- Methode durch Kreis und gerade Linien unbe- 
denklich abgehen. Hier mupste es nothwendig geschehen, da die Eigenschaften 
des ConslTuciions- Felde», der Ebene, des Reifsbrettes fOr die Zeichnung, nicht 
vorausgesetzt werden, sondern gerade diese erst demonstrirt werden sollten. 

Schliefslich wird es kaum nöthig sein, um Entschuldigung zu bitten, 
dafs hier, an diesem Orte, von einem Gegenstande gesprochen werden soll, 
der den ersten Elementen der Mathemathik angehört. Von diesen ersten 
Elementen ist die Begründung eine gewifs nicht minder schwierige Auf- 
gabe, als die weitere Entwickelung der com plicirtesten Sätze. Jene strebt 
in die Tiefe, diese in die Höhe: und Tiefe und Höhe sind gleich unbegrenzt 
und dunkel. 

Ich beginne mit der Erklärung der geraden Linie und mit einigen 
Sätzen von derselben, die zu dem Folgenden nothwendig sind. Darauf wird 
das Nöthige von den Winkeln, nebst der Erklärung der Ebene, und dann 
werden die Sätze folgen, die auf die Eigenschaften derselben führen dOrflen. 
Der Vortrag wird in die für die Geometrie passendste Form von Lehrsätzen, 
mit Beweisen, Erklärungen, Zusätzen u. s. w. gebracht, dazwischen aber wird 
bemerkt werden, wie die Zusammensetzung der Schlüsse fortschreite. 



§. L 

1. Erklärung. Wenn, während zwei Puncto einer Linie fest sind, 

alle ihre flbrigen Puncto an demselben Ort im Räume bleiben, wie auch die 
Linie im Räume durch die beiden Puncto gelegt werden mag, so heifst 
sie gerade. 

2. Lehrsatz. Es ^iebt nur eine gerade Linie durch zwei feste 
Puncto im Räume. 

Beweis. Gäbe es eine zweite, von der ersten verschiedene gerade 
Linie, so würden, weil dieselbe auch in die Lage der ersten und diese in 
die Lage der zweiten mOfste gebracht werden können, die sonst aufserhalb 
der beiden festen Puncto liegenden Puncto der beiden Linien verschiedene 
Orte im Räume einnehmen; welches der Erklärung der geraden Linie zu- 
wider ist. 
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3. Lehrsatz. Gerade Linien, die durch die nemlichen zwei Pancte 
im Räume gehen, schliefsen keinen Raum ein, sondern fallen in ihrer ganzen 
Ansdehnong zusammen. 

Beweis. Sie können, nach (1.}^ nicht verschiedene Orte im Raum 
einnehmen, wie sie auch durch die zwei festen Puncte gelegt werden mögen. 

4. Lehrsatz. Zwei gerade Linien können nur in einem einzigen 
Puncte sich schneiden. 

Beweis. Hätten sie auch nur zwei Puncte gemein, so würden sie 
schon in ihrer ganzen Ausdehnung zusammenfallen (3.)* 

5. Lehrsatz. Wenn zwei gerade Linien AB und AC (Fig. 2.) durch 
einen und denselben Punct A gehen, aufserdem aber jede durch einen an- 
dern Punct B und C aufserhalb der andern Linie geht, so haben sie weiter 
keinen Punct gemein. 

Beweis. Hätten sie einen zweiten Punct mit einander gemein, so 
wQrden sie in ihrer ganzen Ausdehnung zusammenfallen (3.), und dies ge- 
schieht nicht, weil z.B. AC namentlich durch den Punct C geht, der nach 
der Voraussetzung nicht in der AB liegt. 

6. Erklärung. Wenn in der geraden Linie AB (Fig. 3.) die beiden 
Puncte A und B, und in der geraden Linie CD die beiden Puncte C und D 
so liegen, dafs, wenn man C in A und die Linien selbst in einander legt, 
D \n B fallt, so also, dafs dann die beiden Linien sich gänzlich decken, so 
heifsen sie gleich lang. 

7. Anmerkung. Gleich lange gerade Linien unterscheiden sich durch 
Nichts von einander, und sind also einander vollkommen gleich. Denn, wenn 
ein Endpunct der einen in den Endpunct der andern, und die Linien selbst 
in einander gelegt werden, so fällt auch der andere Endpunct der ersten 
in den andern Endpunct der zweiten, und folglich decken sich die Linien 
gänzlich. 

8. Anmerkung. Da aber gerade Linien auch in einander fallen 
können, ohne gleich lang zu sein, nämlich die kürzere ganz in die längere, 
weil jene zwei Puncte mit dieser gemein haben kann: so ist es die Länge, 
wodurch sich gerade Linien von einander unterscheiden. 

9. Anmerkung. Eine gerade Linie kann mehrmals in eine zweite, 
und mehrmals, in verschiedener Zahl, in eine dritte fallen. Die Länge der 
zweiten und dritten verhält sich dann, wie die Zahlen, die ausdrOcken, wie 
oft die erste Linie in der zweiten und in der dritten enthalten ist. 
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10. Erklärung. Wegen (9.) 9 und da zwischen zwei Punclen nur 
eine gerade Linie möglich ist (2.), dient die Gerade zum Haafse der Ent-- 
fernnng zweier Puncte von einander/ 

§. IL 

Bei den weiter folgenden Sätzen kommt vor, dafs gleiche Hälften 
einer geraden Linie vorausgesetzt werden müssen. Euklides beweiset die 
Existenz solcher Hälften dadurch, dafs er eine gerade Linie durch Zeich-- 
nung halbiren lehrt. Er bedarf dazu des Kreises und zweier Sätze von der 
Congruenz der Dreieclie. Da diese Hfllfsmitlel hier, wegen des noch feh- 
lenden Begriffs der Ebene, nicht zu Gebote stehen, so ist ein anderer Be- 
weis der Existenz gleicher Hälften einer geraden Linie nolhwendig. Es 
läfst sich folgender geben. 

11. Lehrsalz. In einer geraden Linie AB (Fig. 4 a.) giebt es zwi- 
schen den Endpuncten Ä und B stets einen Punct C, der gleich weit von 
den beiden Endpuncten A und B entfernt ist, und welcher folglich die 
Länge AB in zwei gleiche Hälften AC und BC theilt. 

Beweis. I. Es sei D ein beliebiger Punct in AB, zwischen A und B. 
Ist AD nicht gleich DB, bIso D nicht schon der Halbirungs- Punct, so wird 
AD nothwendig entweder gröfser, oder kleiner als CB sein. Es sei kleiner. 
Alsdann wird AD jedenfalls wenigstens zweimal in AB enthalten sein. Ist 
es nicht öfter in AB enthalten, so wird, wenn DR = AD ist, ein Stück 
RB übrig bleiben, welches kleiner als AD und folglich jedenfalls wenig- 
stens zweimal in AB enthalten ist» 

IL Es sei nun weiter K (Fig. 4 b. und 4 c.) der willkürlich angenom- 
mene Punct, und AK sei kleiner als £0; so kann die Zahl ierAK gleicher 
Stücke, welche in AB mindestens enthalten sind, nur entweder gerade, 
oder ungerade sein. Das übrig bleibende Stück RB aber wird nothwendig 
immer kleiner als AK, und kann auch Null sein, aber nicht gröfser, als AK. 

IIL Die Zahl n der gleichen Theile AK, KL, LM, MN, KP, PR 
(Fig. 4 6.) sei erstlich gerade, so dafs also ^n eine ganze Zahl ist, und 
AM=^MR sei gleich ^n solchen Theilen; auch werde BX gleich MR 
öder AM gemacht. Alsdann ist MX=z RB und folglich MX nicht gröfser 
als AK. 

IV. Die Zahl n der gleichen Theile BK, KL, LM, MN, NR 
(Fig. 4 c.) sei zweitens ungerade. Alsdann wird ein n-f 1*^' Theil RS=^ AK 
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nothwendig Ober B hinausfallen, und da RB nicht kleiner sein kann, als 
Nnli, 80 kann BS nicht gröfser sein, als AK, Nun ist it-f 1 nothwendig 
eine gerade, also \{n'\-\) eine ganze Zahl. Es sei ÄM = MS = \{n'\-\) 
Theilen, jeder gleich AK, und es werde BX= MS = AJU gemacht, so 
wird XM=^BS und folglich XM nicht gröfser als AK sein. 

V. Da also in (Fig. 4*.) AM = BX (III.) und in (Fig. 4c.) ebenfalls 
AM = BX (IV.)^ in beiden aber MX nicht gröfser ist, als AK, auch AK 
selbst, wo auch der Punct K zwischen A und B liegen mag., jedenfalls 
wenigstens zweimal in AB enthalten ist (I.): so folgt, dafs es in allen 
Fällen zwei Puncto M und X zwischen A und B giebt, deren Entfernung 
von einander, während der eine M so weit von A als der andere X von B 
absteht, wenigstens 2mal in AB enthalten ist. 

VI. Deshalb wird es aber nun weiter, eben wie zwischen A und B, 
auch zwischen M und X nothwendig zwei neue Puncto ilfx und Xi geben, 
die, wahrend sie gleich weit von den Endpuncten M und X und folglich 
auch von A und B abstehen, nämlich so, dafs MMi = XXi und folglich 
auch AMi = AXi ist, von einander nie weiter entfernt sind, als dafs ihre 
Entfernung MiXi von einander wenigstens 2mal in MX und folglich wenig- 
stens 4mal in AB enthalten ist. 

Gleicher Weise wird es zwei Puncto M2 und X2 geben, die von A 
und B gleich weit entfernt sind, während M2X2 wenigstens 2mal in ^^JlTs, 
also wenigstens 8mal in AB enthalten ist. 

Wird das Verfahren f/imal wiederholt, so wird man nothwendig zu 
zwei Puncten M^ und X^ gelangen, die zwischen A und B so liegen, dafs 
AM„ = BX„, während M^X^ wenigstens 2'^mal in AB enthalten ist. 

Da aber die Gröfse der Zahl m unbeschränkt ist, so gelangt man zu 
zwei Puncten, die, während der eine von A eben so weit entfernt ist, als 
der andere von B, von einander um weniger als jede gegebene Länge ab- 
stehen. Solche zwei Puncto fallen aber in einen Punct zusammen, und dieser 
Punct ist folglich von A und B gleich weit entfernt und halbirt mithin AB. 

§. III. 

Wir kommen nun zu der Definition des Winkels. Die Euklidische 
Definition pafst auch fOr die gegenwärtige Enlwickelung, jedoch ohne dafs 
der Ebene darin gedacht werde. Es kann also folgende Definition gegeben 
werden; welcher dann die nächsten Sätze folgen können. 
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12. Erklärung. Die Neigung zweier geraden Linien im Raume^ die 
sich treffen, ohne in einander zu fallen, beifst, am Durchschnittspuncle, 
Winkel. Also die Neigung von AC gegen BC (Fig. 5.)) von BC gegen 
EC u. s. w., heifst Winkel. Die sich schneidenden Linien, wejche den 
Winkel begrenzen, beifsen dessen Schenkel; ihr Durchschnittspanct heifst 
Scheitel. 

Je zwei Winkel a und ß, a und d etc., zwischen zwei im Räume sich 
schneidenden geraden Linien, die neben einandeir^ also an der nfimlichen 
Seite der einen geraden Linie liegen, beifsen JKebenwinkel. 

Je zwei Winkel a und y, (T und ß etc., zwischen zwei im Räume sich 
schneidenden geraden Linien, die nicht an einander, also an entgegengesetzten 
Seiten der sich schneidenden Linien liegen, heifsen Scheitelwinkel. 

13. Lehrsatz A. Wenn der Scheitel und der eine Schenkel eines 
Winkels in den Scheitel und den einen Schenkel eines andern Winkels ge- 
legt werden, und der andere Schenkel des ersten Winkels kann dann in den 
andern Schenkel des andern Winkels gebracht werden, so sind die Winkel 
einander gleich. 

Beweis. Winkel, die sich decken, sind gleich. 

B. Wenn der Scheitel und der eine Schenkel eines Winkels in den 
Scheitel und den einen Schenkel eines gleichen Winkels gelegt werden, so 
mufs der andere Scheitel des ersten Winkels in den andern Scheitel des 
andern Winkels gebracht werden können. 

Beweis. Gleiche Winkel decken sich. 

14. Lehrsatz. Die Nebenwinkel zweier gleichen Winkel sind eben- 
falls gleich. Z. B. wenn ACB = FGU (Fig. 6.), so ist auch ACD = FGL. 

Beweis. Es werde G \n C und GH in CB gelegt, so mufs GF in 
CA gebracht werden können, weil nach der Voraussetzung die Winkel ACB 
und FGH gleich sind (13. B.}. Es sei GH=CB, so fällt mit G in C, H 
in B. Also fallt die gerade Linie HGL in ihrer ganzen Ausdehnung in 
die BCD (2.). Mithin fallt auch der andere Schenkel LG des Neben- 
winkeis FGL zu FGH in den andern Schenkel DC des Nebenwinkels 
ACD zu ACB, und folglich sind auch die Nebenwinkel FGL und ACD 
gleich (13. A.). 

15. Lehrsalz. Eine gerade Linie, die zwei Puncto in den Scbenkela 
eines Winkels verbindet, kann nicht durch den Scheitel des Winkels gehen. 

Beweis. Ginge die gerade Linie AD (Fig. 7.) durch C, so hatte sie 
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swei Poncte A und C mit AB gemein, od d fiele dann ganz in AB (3.)- 
Es läge also auch der Punct D in AB, und folglicli fiele CD mit CB zusam- 
men, welches der Voraussetzung entgegen ist, weil alsdann ACD kein Win- 
kel wäre (12.). 

§. IV. 
Euklides beweiset die Gleichheit von Scheitelwinkeln mit Hülfe des 
Begrifi's von zwei rechten Winkeln an einer geraden Linie. Sie kann aber 
auch aus der blofsen Congruenz wie folgt bewiesen werden. 

16. Lehrsatz. Scheitelwinkel sind einander gleich. Z. B. in (Fig. 6.) 
ist ACB^DCE. 

Beweis. Es seien LH und FK zwei andere Geraden, die sich in 
G so schneiden, dafs FGH = ACB ist. Alsdann sind auch, nach (14.), 
die Nebenwinkel LGF und DCA gleich. 

Man mache AC = BC ^ DC = EC ^ FG = HG = LG= KG, 
und lege G in C, GL in CA, so fällt L in A, weil GL = CA sein soll, 
und da GL und CA zwei Puucte gemein haben, auch GH in CE und H 
in E. Es kann aber, nachdem GL in CA gelegt worden ist, GF in CD 
gebracht werden, weil die Winkel LGF und DCA, wie vorhin bemerkt, 
gleich sind. Dann aber fällt Fin D, indem GF= CD ist. Es fällt also nun 
H in E, E in D und G in Cf also fallen F, G, H in D, C, E, und folg- 
lich ist FGH dem Winkel DCE gleich. 

Nach der Voraussetzung war FGH dem Winkel ACB gleich: also 
sind die Scheitelwinkel DCE und ACB einem und demselben Winkel FGH 
und folglich einander gleich. 

s- V. 

Es mflssen jetzt einige Sätze von Dreiecken folgen, die noch ohne 
den Begriff der Ebene Statt finden, nämlich: 

17. Erklärung. Die Figur ABC (Fig. 8.), von drei geraden Linien 
gebildet, die im Räume zu zwei- und zweien sich schneiden, soll Dreieck 
beifsen. Die geraden Linien zwischen ihren eigenen Durchschnittspuncten sollen 
Seiten, die Winkel, welche sie einschliefsen, Winkel des Dreiecks heifsen. 

18. Lehrsatz. Gleiche Dreiecke haben gleiche Seiten und gleiche Winkel. 
Beweis. Sie decken sich; folglich fallen ihre Seiten und deren Durch- 

schnittspuncte in einander, und folglich sind die Seiten des einen Dreiecks 
so lang, als die Seiten des andern, und die Winkel des einen sind den Win- 
keln des andern gleich. 

CreUe*s Jodroal f. d. Mmtb. Bd. XLV. Heft 1. 4 
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19. Lehrsatz. Wenn zwei Seiten AB und ÄC eines Dreiecks ABC 
(Fig. 9.) einzeln so lang sind, als zwei Seiten DE and DF eines andern 
Dreiecks DEF, und der eingeschlossene Winkel A ist zngleich dem Winkel D 
gleich, so sind die Dreiecke selbst und folglich auch ihre übrigen Winkel und 
die dritten Seiten einander gleich (18.)^ 

Beweis. Man lege A in D und AB in DE: so fällt B in E, weil 
AB = DE sein soll (7.). Desgleichen fallt AC in DF, weil A:=D sein 
soll (13. B.), und C inF, weil AC — DF sein soll (7.). Nun ist zwischen 
den beiden Punclen E und F nur eine gerade Linie mCgIich (2.)*- also 
fallt auch BC in EF, und folglich decken sich die Dreiecke und sind mithin 
einander gleich oder congruent. 

20. Lehrsatz. Wenn in einem Dreieck ABC (Fig. 10.) zwei Seiten 
AB und AC einander gleich sind, so sind auch die denselben gegenflber lie- 
genden Winkel C und B einander gleich. 

Erster Beweis. Es werde, während der Panct A an seinem Stelle 
bleibt, AC in den Ort im Räume gebracht, den AB einnimmt, so wird C 
in B fallen, weil AC = AB sein soll. Ferner w^ird AB in den Ort im 
Räume gebracht werden können , den AC einnimmt , weil der Winkel A sich 
selbst gleich ist (13. B.). Auch wird B m C fallen, weil AB=:AC sein 
soll. Da aber C in B und J7 in C fallt, so wird auch die ganze Linie BC 
iu CB fallen (2.). Also wird der Scheitel C des Winkels ACB, nebst seinen 
beiden Schenkeln CA und CB, in den Scheitel B des Winkels ABC nebst 
seinen beiden Schenkeln BA und BC fallen, und folglich mflssen die Winkel 
C und B einander gleich sein. 

Zweiter Beweis. Man nehme willkürlich einen Punct E in AB an, 
und mscheAF=AE: so ist in den Dreiecken FAB und EAC, AB = AC, 
AF=AE und A=^A. Also sind die Dreiecke einander gleich (19.), und 
folglich ist BF=EC und AEC=AFB; folglich sind auch die Neben- 
winkel BEC und BFC gleich (14.). Desgleichen ist BE=^ FC. Mithin ist 
in den Dreiecken BEC und BFC, BE=FC, BF=ECnnd BEC=BFC. 
Also sind die Dreiecke gleich (19.), und folglich bt B = C. 

§. VL 

Nunmehr wird die Definition der Ebene folgen, aber derselben ein Satz 
vorausgehen müssen, welcher beweiset, dafs die Fläche, welche Ebene ge- 
nannt werden soll, möglich ist. Darauf werden sogleich einige Sätze von 
der Ebene selbst hinzugefOgt werden. 
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21. Lehrsatz. Durch jede gerade Linie BC (Fig. 11.) und durch 
einen beliebigen Punct Ä im Ranme, aufserhalb derselben, ist immer eine 
Fitche möglich, in welcher ohne Ausnahme alle die geraden Linien dAdi^ 
eAeg^ fAfi etc. in ihrer ganzen Ausdehnung liegen, die durch den Punct 
A und durch die gerade Linie BC gehen. 

Beweis. Alle die geraden Linien AD, AE etc., gehen durch den 
Punct A, und jede geht durch einen andern Punct der Linie BC; denn 
swei gerade Linien durch A und durch denselben Punct von BC würden 
in ihrer ganzen Ausdehnung zusammenfallen (3.). Die geraden Linien dAd^^ 
eAei etc. können also keinen Punct weiter, als A gemein haben (5.). Kein 
Punct einer durch A, durch BC und durch die sAmmtiichen geraden Linien 
dAdi^ eAei gehenden Fläche wird also von diesen Linien mehr als einmal 
getroffen, aufser dem Punct A selbst. Eine Fläche durch A und durch BC, 
in welcher sfimmtliche Linien dAdi^ eAe^ etc. liegen, ist also allemal möglich. 

22. Erklärung. Eine Fläche, durch einen beliebigen Punct A (Fig. 11.) 
und durch eine beliebige gerade Linie BC im Räume gehend, in welcher 
alle durch A und BC gehende gerade Linien dAd^.^ eAe^ etc. in ihrer ganzen 
Ausdehnung liegen, was nach (21.) allemal möglich ist, soll Ebene heirsen. 
Der Punct A soll bestimmender Punct, die gerade Linie BC bestimmende 
Gerade, und die verschiedenen durch A und BC gebenden geraden Linien 
dAdi^ eAei etc. sollen erzeugende Geraden der Ebene heifsen. Ferner 
heifse eine gerade Linie y^tnit zwei andern sich schneidenden in einer und 
derselben Ebene liegend'* wenn sie durch den Durchschnittspunct jener beiden 
und zugleich durch irgend einen Punct irgend einer Geraden geht, die jene 
beiden schneidet. Z. B. EA (Fig. 11.) liegt mit DA und GA in einer und 
derselben Ebene, wenn sie, etwa in E, irgend eine Gerade DG schneidet, 
die durch DA und GA geht. 

Bei der Bezeichnung einer Ebene durch Buchslaben oder Figuren soll 
der bei dem bestimmenden Puncte der Ebene stehende Buchstab immer 
zwischen die beiden Buchstaben gesetzt werden, welche zwei Puncto der 
bestimmenden Linie bezeichnen. Also ist z.B. die Ebene DAG (Fig. 11.) 
diejenige, deren bestimmender Punct A und deren bestimmende Linie DG ist. 

Diese Definition der Ebene gewährt den wesentlichen Vortheil, dafs 
durch sie überall, wo drei einander in einem und demselben Puncto schnei- 
dende gerade Linien zugleich durch eine und dieselbe vierte gerade Linie 

geben, wie s. B.: die DA, EA, GA (Fig. 11.), die sich in A schneiden, 

4« 
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während sie olle drei durch die gerade Linie BC gehen, sogleich bestimmt 
wird, dafs diese Linien in einer and derselben Ebene liegen. Da ein solches 
Zasammensein dreier gerader Linien, die eine vierte schneiden, wie sich 
zeigen wird, sogleich wie man weiter geht and immerfort in den Demonstra- 
tionen vorltommt, so ist dieser Vortheil wesentlich. Wollte man von der 
jFotirt^schen Definition der Ebene aosgehen, so wQrde man jenes Vortheils 
entbehren ; es mafste erst bewiesen werden, dafs drei in einem und demselben 
Puncto sich schneidende gerade Linien, wenn sie auf einer festen Axe im 
Räume, die durch den Schneidepunct geht, senkrecht sind, nothwendig alle 
drei zugleich durch eine vierte gerade Linie gehen; was vorbereitende Sdtze 
erfordert, deren Beweis, eben ohne die gegenwärtige Definition der Ebene, 
nicht zu gelingen scheint« Hier mufs natürlich umgekehrt bewiesen werden, 
dafs drei in einem und demselben Puncto sich schneidende gerade Linien, 
wenn sie zugleich durch eine und dieselbe vierte gerade Linie gehen, auf 
einer festen Axe im Räume, die durch den Durchschnittspunct der drei Li- 
nien gebt, alle drei zugleich senkrecht sein können; was sich auch thun Iflfst 
und unten geschehen wird. 

23. Lehrsatz. Durch eine gerade Linie im Räume und durch einen 
Punct aufserhalb derselben kann nur eine Ebene gehen. 

Beweis. Gesetzt, durch BC und durch A (Fig. 11.) könnte noch 
eine zweite Ebene gehen: so sei AE eine der erzeugenden Geraden der er- 
sten Ebene, die nicht in der zweiten liegt. Alsdann mOfste, weil auch die 
zweite Ebene, und folglich auch eine ihrer erzeugenden Linien durch A und 
E gehen mufs, eine zweite gerade Linie durch A und E möglich sein, die 
nicht mit der erzeugenden Geraden der ersten Ebene zusammenfallt. Da dieses 
nicht möglich ist (2.) und das Gleiche von jeder andern erzeugenden Geraden 
gilt, so mQssen nothwendig alle erzeugenden Geraden der beiden Ebenen 
zusammenfallen, und daher giebt es, durch den bestimmenden Punct und die 
bestimmende Gerade gehend, nvr eine Ebene. 

24. Lehrsalz. Durch zwei gerade Linien, die sich schneiden, wie 
AD und AG (Fig. 11.), kann immer wenigstens eine Ebene liegen. 

Beweis. Es gehe durch D und G die gerade Linie BC, und es liege 
durch DG und A eine Ebene, so geht dieselbe auch durch die beiden geraden 
Linien AD und AG. 
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§. VII. 
JelEt wird ein Groodsatz eingeschaltet werden mOssen , der zur weiteren 
Untermichttng der Eigenschaften der Ebene nothwendig ist. Es ist folgender. 

25. Grundsatz. Wenn drei gerade Linien, die in einem und dem« 
selben Puncto sich treffen, in einer und derselben Ebene liegen, so ist der 
Winkel swischen den beiden Aufsern Linien so grofs, als die Winkel zwischen 
den beiden fiursern und der Innern Linie zusammengenommen. Auch kann 
jeder der beiden letzten Winkel, von Null an bis zur Gröfse des einschliefsenden 
Winkels, stetig wachsen. Also z.B. in Fig. 11. ist DAG so grofs, als die 
beiden Winkel EAG und DAE zusammengenommen; und ein innerer Winkel, 
wie EAG, kann jede mögliche Gröfse haben, von Null an bis DAG. 

Euklid nimmt diesen Grundsatz von Winkeln stillschweigend ebenfalls 
an, bezogen auf sein allgemeines drittes Axiom: „Gleiches von Gleichem hin- 
weggenommen, Ififst Gleiches.^"- Denn, nachdem z. B. in der zu dem 5^" Satze 
des ersten Buches gehörigen Figur, hier Fig. 12., bewiesen worden, dafs die 
Winkel ABG und ACF und die Winkel CBG und BCF gleich sind, wird, 
mit Berufung auf den 3'*" Grundsatz, behauptet, dafs ABC =^ ACB ist. 
Abo wird angenommen, dafs die Winkel ABC und CBG zusatnmen so 
grofs sind, als der Winkel ABG, und diel Winkel ACB und BCF zusammen 
so grofs, als der Winkel ACF, von welchem bewiesen worden, dafs er dem 
Winkel ABG gleich ist. Auch enthalt diese Voraussetzung einschliefslich den 
zweiten Theil des gegenwärtigen Grundsatzes; denn da zu einem Winkel ein 
anderer, so klein als man will, hinzugelhan werden kann, so folgt, wenn 
man, nach Euklides, den entstehenden Winkel der Summe des ursprflnglichen 
und des hinzugefOgten Winkels gleich setzt, dafs ersterer stetig wachsen kann. 

Es schliefst sich nun an den Grundsatz zunächst folgender Salz. 

26. Lehrsatz. Von jedem der beiden Winkel, in welche eine gerade 
Linie, die mit den Schenkeln eines Winkels in einer und derselben Ebene 
liegt 5 den Winkel theilt, ist der Nebenwinkel des einen nothwendig gröfser, 
als der andere Winkel. Z. B. wenn EC (Fig. 13.) durch BF geht und also 
den Winkel BCF in zwei andere BCE und ECF theilt, so ist der Neben- 
winkel ECD des einen Winkels BCE nothwendig gröfser als der andere 
Winkel ECF. 

Beweis. Der Nebenwinkel ECD kann von den Dreien nur Eins sein : 
entweder gleich dem Winkel ECF, oder kleiner, oder gröfser. Er kann 
aber nicht gleich ECF sein , denn sonst möfste CD in CF gebracht werden 
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können; was nicht angebt, weil die gerade Linie BD, nach 0jP^ gebracht, 
nicht durch C geben kann (15.)« Er kann nach nicht kleiner als ECF sein, 
denn sonst wfire er, weil z. B. der Winkel ECG von Nnll bis ECF stetig 
wachsen und folglich jede Gröfse haben kann, die kleiner ist als ECF (25.)9 
irgend einem Winkel jEC£r gleich, dessen Schenkel CG durch BF gebt; was 
ebenfalls nicht möglich ist, weil die gerade Linie BD, nach BG gebracht, 
wiederum nicht durch C gehen kann (15.}< Also kann ECD nur gröfser 
sein, als ECF. 

§. VIIL 

Es folgen nun wieder einige Sätze, die zur ferneren Entwickeiung 
nothwendig sind. Die Beweise derselben sind den Euklidischen nachgebildet, 
roufsten aber theils vervollständigt, theils auf das hier Vorhergehende be- 
zogen werden. 

%1. hehrsalz. In jedem Dreieck ist jeder Winkel kleiner, als der 
Nebenwinkel des an der nemlichen Seite liegenden andern Winkels. Z. B. in 
dem Dreiecke ABC (Fig. 13.) ist der Winkel Ä kleiner als der Neben- 
winkel BCH des Winkels ACB. 

Beweis. Es sei in der Seite AC, E derjenige Punct, der von A 
und C gleich weit entfernt ist, und der immer existirt (II.)- 1° der geraden 
Linie BEF, durch B und JS, sei EF=BE und F und C durch eine 
gerade Linie verbunden, so dafs BC, EC und FC in einer und derselben 
Ebene liegen (32.). Alsdann sind in den Dreiecken AEB und CEF die 
Winkel bei E, als Scheitelwinkel, gleich (16.); und da die einschliefsenden 
Seiten ebenfalls gleich sind, nemlich AE=EC und BE=iEF, so sind 
die Dreiecke congruent (19.). Also ist der Winkel BAE gleich dem Winkel 
ECF. Dieser Winkel ECF ist aber kleiner als der Winkel ECD (26.), 
also auch kleiner als der dem letzteren gleiche Scheitelwinkel BCH (16.)- 
Also ist auch der dem Winkel ECF gleiche Winkel BAH, oder A, kleiner 
als der Winkel BCH. 

28. Lehrsalz. In jedem Dreiecke liegt der gröfseren Seite der grö- 
fsere Winkel gegenüber. Z. B. wenn in dem Dreieck ABC (Fig. 14.) 
AC>AB ist, so ist der Winkel ABC gröfser als der Winkel ACB. 

Beweis. Es sei AD:=AB, so fällt D zwischen A und C, weil 
AC >> AB. In dem gleichschenkligen Dreiecke DAB ist der Winkel ABD 
dem Winkel ADB gleich (20.). Fflr das Dreieck BDC aber ist ADB 
der Nebenwinkel des mit C an der nemlichen Seite liegenden andern Win- 
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kels BDC. Also ist ADD gröfser als ACB (2709 und folglich auch ABD 
gröfser als C. Ferner ist ABD kleiner als ABC (25.)- Also ist nm so 
mehr ABC gröfser als ACB. 

?9. Lehrsatz. In jedem Dreieck liegt dem gröfseren Winkel die 
gröfsere Seite gegenQber. Z. B. wenn in dem Dreiecke ABC (Fig. 14.) der 
Winkel ABC gröfser als der Winkel ACB ist, so ist die Seite AC Ifinger 
als die Seite AB. 

Beweis. Wfire nicht AC^AB, so wSre entweder AC=AB, oder 
AC<:AB. Im ersten Fall aber wäre ABC = ACB (20.) ^ im letzteren 
ABC <i ACB (28.). Beides ist der Voransselzung entgegen. Also kann 
nor AC>AB sein. 

30. Lehrsatz. In jedem Dreiecke sind zwei Seiten zusammen lAnger 
als die dritte. 

Beweis. Die Seile AB (Fig. 15.) des Dreiecks ABC sei nach D 
verlängert und AD = AC. In dem gleichschenkligen Dreieck ACD sind die 
Winkel ACD und ADC gleich (20.). Da aber BC, AC und DC in einer 
und derselben Ebene liegen (22.), so ist der Winkel BCD gröfser als der 
Winkel ACD (25.), also auch gröfser als der dem letzten gleiche Winkel 
ADC oder BDC. In dem Dreiecke BCD ist ferner die dem gröfseren Win- 
kel BCD gegenflber liegende Seite BD länger als die dem kleineren Winkel 
BDC gegenüber liegende Seite BC (29.); und da nun BD = BA'\^AD 
= Äi4-f JC ist, so ist Ä^+ JC>ÄC. 

31. Lehrsatz. Wenn in einem Dreieck eine Seite und die beiden 
daran liegenden Winkel so grofs sind, als eine Seile und die beiden anlie- 
genden Winkel in einem andern Dreiecke, so sind die beiden Dreiecke con- 
gruent. Z. B. wenn in (Fig. 16.) BC=EF und B=E, C=Fist, so 
ist auch AB=DE, AC = DF und A = D. 

Beweis. Da BC=^ EF sein soll, so kann BC in EF oder EF in BC 
gelegt werden, und zwar so, dafs B in E, C m F fällt, und es fällt dann 
nothwendig z. B. DE in AB, oder AB in DE, weil nach der Voraussetzung 
die Winkel B nnd £ gleich sind (13. B.). Wären nun BA und DE nicht 
einander gleich , so wäre eines von beiden gröfser. Es sei DE >> AB. 
Alsdann wird, wenn BC in EF, und zwar iff in E, C in F gelegt wird, 
so dafs AB in DE fällt, A nothwendig in irgend einen Funct G fallen, der 
zwischen E und D liegL Es wäre also nun BC = EF, B = E und 
BA = EG. Also wären die Dreiecke ABC und GEF congruent (19.), 
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und folglich mafste AC in GF fallen und der Winkel GFE dem Winkel 
C gleich sein. Es ist aber vielmehr, da GF mit EF und DF in einer und 
derselben Ebene liegt, der Winkel GFE kleiner als der dem Winkel C 
gleich vorausgesetzte Winkel DFE (25.). Also kann nicht AB<iDE sein. 
Es mufs vielmehr AB = DE sein und folglich A in D und mithin auch AC 
in BF fallen, also AB==DE, AC=ÜE und A = D sein. 

32. Lehrsalz. Wenn die drei Seiten eines Dreiecks einzeln den 
drei Seiten eines andern gleich sind, so sind auch die den gleichen Seilen 
gegenüber liegenden Winkel gleich, und die Dreiecke sind folglich congruent. 
Z. B. wenn (Fig. 16.) DE= B, EF= BC und FD = CA ist, so ist 
auch F=C, D=A und E ^ B, und folglich ADEF == AABC. 

Beweis. Wäre z. B nicht E:=:B, F=C, so könnte nur sein: 

1) E=B und F>C\ oder 

2) E=:B und F<C, oder 

3) E<cB und F<C, oder 

4) E>B und F>C, oder 

5) £;<Ä und F>C. 
Mehre Fälle sind nicht möglich. 

I. Im ersten Falle E=^B, F>C werde BC in EF gelegt, so 
wird, wegen B=iEj AB in die Linie ED fallen; der Winkel C aber, der 
kleiner als F sein soll, ist noth wendig einem von- den mit FF und DF in 
einer und derselben Ebene liegenden Winkeln gleich, deren andere Schenkel 
ztvischen EF und DF fallen (25.); also z.B. C^EFG. Es fiele daher 
B \n E, C in F, AC in EG, BA in C/> und A in &; folglich wäre 
EG=AB. Es ist aber vorausgesetzt ED=zAB. Also kann nicht, wenn 
F = fi ist, F>C sein. 

II. Im zweiten Falle E = B und F<zC wäre E=^B, C>F; 
welches, wie so eben bewiesen, mit FF=i7C, DF==AC unAED=:BA 
zugleich, nicht möglich ist. 

III. Im dritten Falle E<ZB, F< C werde EF in BC gelegt. 
Der Winkel F, welcher kleiner als C sein soll, ist nothwendig einem von 
den mit BC und AC in einer und derselben Ebene BCA liegenden Winkeln 
gleich, deren andere Schenkel zwischen AC und BC fallen (25.). Also 
kann man setzen: F=BCH. Eben so ist der Winkel E, welcher kleiner 
sein soll als B, nothwendig einem von den mit BC und BH in einer und 
ilerselben Ebene CBH liegenden Winkeln gleich, deren andere Schenkel, 
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zwischen BC und BH fallen (25.)* Also kann man setzen: £Jr-.r KBC, sOi, 
dafs also nun das Dreieck KBC, zufolge (31.), dem Dreiecke DEF con- 
gruenlund/>£=ßÄ:, DF^KC, XoX^WcYi mc)i DE ^DF, oAerAB^AC 
=:^BK^ KC wäre. Nun ist aber in dem Dreieckeß»*:, JB//f Hä:>/?ä:(300; 
also, beiderseits AX' hinzugethan, BH'\ HC'^BK-^ KC. Ferner ist in dem 
Dreiecke AHC, AH-\^AC>HC (30.); also, beiderseits BH hinzugethan, 
AB^AC:^^ BMI HC, und folglich auch, weil BH^HC :> BKJ^KC war, 
AB'\^ AC::.^ BK^ KC. Es kann also nicht, wie es sein mufste, AB^ AC 
=z BK'\- KC und folglich kann auch nicht E<cB und F<zC sein. 

IV. Im vierten Falle: E^B undF>C wäre ß<E und C<:F; 
welches, wie so eben bewiesen, vmX DE^^^AB, EF=^BC\xnA FD = CA 
zugleich nicht möglich ist. 

V. Im fünften Falle: E<:B, F>Cy werde wieder EF in BC 
gelegt. Der Winkel Ej welcher kleiner als B sein soll, ist nothwendig einem 
von den mit AB und CB in einer und derselben Ebene ABC liegenden 
Winkeln gleich, deren andere Schenkel zwischen AB und CB fallen (25.). 
Also kann man setzen: E-^^LBC. Es sei B3I:=^ ED, so dafs also DF 
in C3I fallt und F=^ BCflT isl: so liegt der Durchschnittspunct L von AC 
und BM nothwendig zwischen B und M, weil nur dann, wie es voraus- 
gesetzt wurde, ACB<,BCM oder F isl (25.). Es wäre also nun DE oder 
AB = BM und DF oder MC = AC; folglich wären ABM und ACM 

m 

gteichschenkli(/e Dreiecke. In diesen Dreiecken wären also die Winkel 
BAM und BMA uud die Winkel CAM und CMA gleich (20.). Gleich- 
wohl ist von den in einer und derselben Ebene A^lilf ligenden Winkeln BAM 
und CAM der erste gröfser als der zweite, und eben so ist von den in 
einer und derselben Ebene CMA liegenden Winkeln BMA und CMA der 
erste kleiner als der zweite (25.). Also kann nicht der Winkel BAM, der 
gröfser ist als der Winkel CAM, dem Winkel BMA, welcher kleiner ist 
als der dem Winkel CAM gleiche Winkel CMA, gleich sein. Und folglich 
kann nicht E<:^B und F^C sein. 

Von allen 5 Fällen findet also keiner Statt, und folglich ist nothwendig 
E^B, F=C. 

Wenn nun aber E=B ist, so fällt, wenn EF in BC gelegt wird, CD 
in BA und, wegen ED^BA, D in A; mithin fällt auoh DF in AC und 
ist gleich AC; wie es vorausgesetzt wird. Desgleichen ist F=:: C und weil 
DE in AB, DF in AC fällt, auch JD = .1. 

Creüe*! Journal f. d. M. ßrf. Xf/V. Ueftl. 5 
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§. IX. 
Ehe das Vorhergehende aaf die Theorie der Ehene angewendet .werden 
liann, mflssen, nach Vorgang von Definitionen, noch ein Paar Sätze ansge* 
sprochen werden, die zwar auch näher bewiesen werden könnten, die aber 
von allen Geometern, entweder stillschweigend, oder aosdrflcklich, ohne Be* 
weis zugegeben werden. Daran werden sich dann wieder einige Lehrsätze 
schliefsen. 

33. Erklärung. Die Gesammiheit der örter im Räume, in welche 
ein Punct oder eine Linie unter diesen oder jenen Bedingungen gelangen 
kann, heifst geometrischer Ort des Pnnctes oder der Linie. 

34. Erklärung. Der geometrische Ort des einen Endpuncts einer 
geraden Linie, deren anderer Endpunct an demselben Ort im Räume bleibt, 
heifst Kugelfldche. Der feslbleibende Punct heirst Mittelpunct der Kugel, 
die bestimmende Linie Halbmesser, und zwei Halbmesser, in gerader Linie 
liegend, heifsen Durchmesser. Alle Halbmesser der Kugel sind also gleich 
lang und die Kugelfläche umschliefst ganz einen endlichen Raum, weil vor- 
ausgesetzt wird, dafs der Halbmesser in alle möglichen Lagen komme, um 
mit seinem Endpuncte die Kugelfläche zu beschreiben. Der Mittelpunct liegt 
hn Innern der Kugel; denn er liegt in der Mitte der Durchmesser, deren 
Endpuncte sich in der Kugelfläche befinden. 

35. Grundsatz, Eine gerade Linie durch irgend einen Punct inner- 
halb einer Fläche, die einen Raum ganz umschliefst, schneidet, genugsam 
verlängert, die Fläche noth wendig. 

36. Grundsatz. Wenn irgend ein Punct einer Fläche, die einen 
Raum ganz umschliefst, oder auch irgend ein Punct einer geraden Linie 
innerhalb einer andern Fläche liegt, die einen Raum ganz umschliefst; zu- 
gleich aber irgend ein anderer Punct der ersten Fläche, oder der Linie, 
aufserhalb der zweiten Fläche liegt: so schneiden die erste Fläche, oder die 
Linie, die zweite Fläche nothwendig. 

37. Lehrsatz. Über jeder geraden Linie von bestimmter Länge sind 
unzählige gleichschenklige Dreiecke möglich, deren Schenkel jedesmal zusammen 
länger sind, als die bestimmte Grundlinie. 

Beweis. AB (Fig. 17.) sei die gegebene gerade Linie, M derjenige 
Punct in derselben, der von ihren Eudpuncten A und B gleich weit entfernt 
und der zufolge (11.) immer vorhanden ist. Ferner sei BE^BSf und 
BH=^AK—AG^BE. Sind nun A und B die Mittelpuncte zweier Ku- 
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gelflichen, mit den Halbmessern AG=^AK und BE == BH (34.) 9 so ist 
G ein Punct der KugelflAche am A innerhalb^ und K ein Panct derselben 
KogelflAche aufierhälb der KngelflAche um B. Folglich schneiden sich die 
beiden Kugelflfichen noihwendig (35.)- Es sei D irgend ein Punct, in welchem 
sie sich schneiden« so ist derselbe nothwendig von A und von B gleich weit 
entfernt; denn AD und BD sind alsdann Halbtnesser der beiden KugelflAchen; 
und da alle Halbmesser einer KngelflAche gleich lang sind (34.), so ist 
AD = AG und BD = BE; folglich, wegen AG = BE, AD = BD. Mit- 
hin ist ADB ein gleichschenkliges Dreieck. Seine Schenkel AD und BD 
sind zusammen länger eXsAB, weil AD=AG>^AB und BD=BE:>^AB. 
Auch giebt es unzAhlige solcher gleichschenkligen Dreiecke Aber AB^ weil 
AG=^BE wilikflrlich grofs angenommen werden kann, wenn es nur gröfser 
ist als AM = BM. 

38. Lehrsatz. Durch jeden Punct M einer geraden Linie KH (Fig. 17.) 
kann eine gerade Linie CM gehen, die mit ihr gleiche Nebenwinkel KäiC 
z=:BMC macht. 

Beweis. Es werde in der geraden Linie KU aus M die willkürliche 
L&nge MA genommen, und es sei BM. = AM. Die Spitze D irgend eines 
der gleichschenkligen Dreiecke ADB, die Aber AB mögflich sind (37.), 
werde mit dem gegebenen Puncto M. durch die gerade Linie DM verbunden: 
so ist in den Dreiecken AMD und BMD, AM = BM, AD = BD und 
der Winkel DAM ist gleich dem Winkel DBM (20.). Also sind die Drei* 
ecke Gongruent (19.). Folglich ist der Winkel AMD dem Winkel BMD 
gleich, und folglich giebt es durch den Punct M immer eine gerade Linie 
MD, die mit der gegebenen Linie AB gleiche Nebenwinkel macht. 

39. Erklärung. Gleiche Nebenwinkel sollen rechte und gerade Li*- 
nien im Räume, die sich unter gleichen Nebenwinkeln schneiden, auf ein-* 
ander senkrecht oder Perpendikel zu einander heifsen. 

§. X. 

Nunmehr können die Eigenschaften der Ebene untersucht werden. Es 
geschieht in den folgenden Sätzen, die diese Eigenschaften aussprechen. 

40. Lehrsatz Wenn auf einer geraden Linie im Räume, z. B. auf 
DE (Fig. 18.), zwei andere gerade Linien AC und BC in einem und dem- 
selben Puncto C senkrecht stehen, so dafs also ACD, BCD, und folglich 
auch die Nebenwinkel ACE und BCE rechte Winkel (39.) sind: so stehen 

5» 
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alle erzeugenden Linien jeder beliebigen, durch AC und BC gebenden 
Ebene, z.B. JPV und GC, auf DE ebenfalls senkrecht. 

Beweis. Es sei AB die bestimmende Linie einer beliebigen durch 
AC und BC gehenden Ebene und CE dem willkQrlichen DC gleich. Da 
alsdann in den Dreiecken ACD und ACE zwei Seiten und der einge- 
schlossene Winkel gleich sind, nemlich DC = EC, AC^=^AC und ACD 
=^ACE, so sind die Dreiecke gleich (19.). Also ist AD^=^ AE. Auf gleiche 
Welse, nemlich weil DC==CE, BC=BCnnd BCD=^BCE\si, sind die 
Dreiecke BCD und BCE gleich, und folglich ist auch BD ^ BE. Es sind 
also in den Dreiecken ADB und AEB die drei Seiten einander gleich; 
nemlich AD = AE, BD =- BE, wie bewiesen, und AB :^— AB. Daher sind 
diese Dreiecke gleich (32.), und es ist der Winkel DAF oder DAG dem 
Winkel EAF oder EAG gleich, wenn F und G zwei beliebige Puncto der 
geraden Linie AB und also fX^ und GC erzeugende Linien einer durch 
AC und BC gehenden Ebene sind (24.). 

Es sind nun ferner in den Dreiecken DAF und EAF, oder in den 
Dreiecken DAG und EAG, zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel 
gleich; nemlich, wie bewiesen, AD^-AE, DAF =-- EAF oder DAG 
= EAG, und dazu AF=^ AF, oder AG=:AG: also sind diese Dreiecke 
gleich (19.), und folglich ist FD = FE oder GD^GE. 

Es sind demnach ferner in den Dreiecken DFC und RFC, oder DGC 
und EGC, die drei Seilen gleich, nemlich FD = FE oder GD -- GE, wie 
bewiesen, DC =^ EC nach der Voraussetzung, und FCr=zFC, oder GC 
=^GC: also sind diese Dreiecke gleich (32.) i» und es ist folglich FCD 
=zFCE, oder GCD = GCE, das heifst: FC und GC machen mit DE 
gleiche Nebenwinkel, und folglich rechte Winkel. Daher stehen auch die 
beiden erzeugenden Linien FC und GC auf DE senkrecht Das Nemliche 
gilt von joder andern erzeugenden Linie jeder durch AC und BC ge- 
henden Ebene. 

41. Lehrsatz. Wenn zwei sich schneidende gerade Linien BCD 
und ECF (Fig. 19.) auf einander senkrecht stehen, so also, dafs BCE, 
ECD, DCF und FCB rechte Winkel sind: so giebt es im Räume immer 
eine durch ihren Durchschnittspunct C gehende gerade Linie AC, die auf 
den beiden sich schneidenden geraden Linien zugleich senkrecht steht; so, 
dafs ACB, ACD, ACE und ACF rechte Winkel sind. 

Beweis. Es sei GC eine beliebige der auf EiCF in C senkrecht 
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stehendeo geraden Linien, so also, dafs GCJE ond GCF^ rechte Winkel sind. 
Alsdann sieht EC auf BC und GC zugleich senkrecht, weil ECB und ECG 
nach der Voraussetzung rechte Winkel sind. 

Es sei AC eine beliebige von den auf BCD in C senkrechten geraden 
Linien. Es werde in derselben der Punct A willkQrlieh angenommen, des- 
gleichen der Punct B und der Punct D in BCD; darauf werde von den 
geraden Linien AB und AD und der geraden Linie BD das Dreieck ABD 
umschlossen. Dieses Dreieck werde in alle mögliche Lagen gebracht, während 
BD an der nemlichen Stelle bleibt: so wird der geometrische Ort der Linien 
BA und AD eine FIfiche sein, die einen Raum ganz umsehliefst. Der Punct 
C liegt im Innern dieses Raums: also mufs die Linie GCy die durch C gehL 
nothwendig die von BA und AD beschriebene Fläche irgendwo schneiden 
(35.), folglich eine der Linien AB und AD in irgend einer ihrer Lagen 
treffen. Sie schneide AB in H, 

Alsdann sind die drei geraden Linien BC, HC und AC erzeugende 
Linien der durch AB, als bestimmende Linie, und durch C, als bestimmenden 
Punct, gelegten Ebene. Die gerade Linie EC steht auf zwei dieser erzeu- 
genden Linien, nemlich auf BC und HC oder GC der Voraussetzung nach 
senkrecht; also steht sie, gemäfs (40.)^ auch auf der dritten AC senkrecht. 

Es sland aber AC nach der Voraussetzung auf BCD senkrecht: also 
steht AC auf BCD und auf ECF zugleich senkrecht^ und folglich giebt es 
immer eine durch C gehende gerade Linie ACs welche auf den beiden ge- 
gebenen Linien zugleich senkrecht ist. 

42. Lehrsatz. Wenn zwei gerade Linien DC und EC (Fig. 20.) 
einander unter einem Betiebigen Winkel DCE schneiden, so giebt es immer 
eine, im Räume durch ihren Durchschnittspunct * C gehende gerade Linie 
ACE, die auf den beiden sich schneidenden geraden Linien zugleich senk- 
recht steht; so also, dafs ACD und ACE rechte Winkel sind. 

Bsiceis l. Es sei D ein beliebiger Punct in der Linie DC, und es 
werde EC= DC genommen. B sei derjenige Punct der geraden Linie DE, 
welcher von D und E gleich weit entfernt ist und der immer Statt findet 
(11.). Alsdann sind in den beiden Dreiecken DBC und EBC die drei Seiten 
gleich, nemlich DC=JECund DB=:^BE, nach der Voraussetzung, und J9C 
=iBC. Also sind die Dreiecke gleich (32.), und folglich sind die Winkel 
DBC and EBC gleich und mithin, als Nebenwinkel, rechte (38.). 

IL Nun* giebt es, nach (41.), immer eine durch den Durchschnitts- 
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ponct B der unter rechten Winleln sich schneidenden geraden Linien CB 
und SD gehende gerade Linie, die auf beiden zugleich senlirecht steht Sie 
sei GB. In derselben werde willltarlich der Punct G genommen und mit 
C durch die, beliebig zu verlängernde gerade Linie CGL verbunden. Die 
gerade Linie EB steht also nunmehr auf den beiden Linien BC und GB 
zugleich senkrecht. 

ÜL Es sei ferner AC eine der auf BCK senkrechten geraden Linien. 
Es werde in derselben der Punct A und in der verlängerten BC der Punct 
K willkarlich angenommen und durch die geraden Linien AB und AK mit 
BK das Dreieck ABK umschlossen. 

IV. Dieses Dreieck werde in alle möglichen Lagen gebracht, wäh- 
rend BCK an der nemlichen Stelle bleibt: so wird der geometrische Ort 
der Linien BA und AK eine Fläche sein, die einen Raum ganz umschliefst 
Der Punct C liegt im Innern dieses Raums: also mufs die Linie GC, 
die durch C geht, nothwendig die von BA und AK beschriebene Fläche 
irgendwo schneiden (35.), folglich eine der Linien AB oder AK in irgend 
einer ihrer Lagen. Sie schneide AB in 17. AJsdann ist BHA eine der «r- 
zeugenden Linien der durcb^^B^ als bestimmenden Punct, und durch £rC^ als 
bestimmende Linie, liegenden Ebene. 

V. Auf zwei andern erzeugenden Linien dieser Ebene, nemlich auf 
BC und BG, steht ab^^r die Linie EB senkrecht Also steht sie, nach (40.), 
auch auf der dritten erzeugenden Linie BA senkrecht. Folglich ist ABE 
ein rechter Winkel. Mithin steht nunmehr EB auf BA und BC zugleich 
senkrecht. 

VI. Es werde CF=^CA genommen: so sind in den beiden Drei- 
ecken BAC und CFB zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel gleich; 
nemlich CF^CA, BC=BC und BCF=^BCA, weil BCA ein rechter 
Winkel ist (III.). Also sind die Dreiecke gleich (19.), und folglich ist 
FB = AB. 

VII. Ferner werde durch B, als bestimmenden Punct, und durch 
ACF, als bestimmende Linie, eine Ebene gelegt, so dafs BA und BC zwei 
erzeugende Linien derselben sind. Alsdann ist BF eine dritte erzeugende 
Linie dieser Ebene. Auf den beiden ersten erzeugenden Linien BA und BC 
stand JSBj wie vorhin in (V.) bewiesen, senkrecht. Also steht EB, nacn 
(40.), auch auf der dritten erzeugenden Linie BF senkrecht, das heifst: es 
ist FBB ein rechter Winkel. 
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Vm. Vorhin, in (V.)) ist bewiesen, dafs ABE ein rechter Winkel, 
und in (VI.)) dafs AB = FB ist. Also sind, weil nunmehr FBE, als rechter 
Winkel, dem Winkel ABE gleich ist, in den beiden Dreiecken ABE und 
FBE zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel gleich, nemlich AB = FB, 
BE=BE und ABE = FBE. Also sind die Dreiecke gleii^h (19.), and 
folglich ist AE = FE. 

IX. Also sind nunmehr, endlich, in den beiden Dreiecken ACE und 
FCE die drei Seiten gleich, nemlich AE=FE, wie bewiesen (VIII.)i 
CF=CA, wie vorausgesetzt (VI.), und EC = EC. Also sind die Drei- 
ecke gleich (32.), und folglich sind die Winkel ACE und FCE, als Neben- 
winkel, rechte, das heifst: AC steht auf EC senkrecht, wfihrend es, nach 
der Voraussetzung (III.). auf BC senkrecht ist. 

X. Nun sind BC und EC zwei erzeugende Linien der durch ÜE, 
als bestimmende Linie, und durch C, als bestimmenden Punct, gehenden Ebene^ 
und DC ist eine dritte erzeugende Linie dieser Ebene. Auf BC und EC 
steht AC senkrecht (IX.): folglich steht es auch auf DC senkrecht (40.), 
und folglich giebt es immer eine gerade Linie AC, die auf beiden gegebenen, 
unter einem beliebigen Winkel DCE sich schneidenden geraden Linien DC 
und EC zugleich senkrecht steht. 

43. Erklärung. Der geometrische Ort der Perpendikel durch einen 
festen Punct einer festen geraden Linie auf dieselbe soll Perpendicular^ 
Fläche heifsen; die feste Linie Axe, die Perpendikel Strahlen, der feste 
Punct Mittelpuncl. (Eine solche Perpendicular- Fläche ist also Das, was 
Fourier Ebene nennt.) 

44. Lehrsatz. Durch keinen Punct einer geraden Linie giebt es 
andere Perpendikel auf dieselbe, als diejenigen, welche in der Perpendicu^ 
lar-'Fldche durch den bestimmten Punct liegen. 

Beweis I. Es sei FC (Fig. 21.) ein Perpendikel auf die gerade 
Linie AB durch den Punct C in derselben; welches Perpendikel nach (38.) 
immer Statt findet. Es werde in FC der Punct D und in AB der Punct A 
und der Punct B willkürlich angenommen und D mit A und mit B durch 
die geraden Linien AD und BD verbunden. Die Linie CD werde, mit den 
beiden Linien AD und BD zugleich, in alle mögliche Lagen gebracht, 
während AB an der nemlichen Stelle bleibt: so ist der so beschriebene geo^ 
metrische Ort der geraden Linie DC die Perpendicular ^ Fläche auf die 
Axe AB durch den Punct Cf die geometrischen Orte der beiden Dreiecke 
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DCA und DCB aber sind Flächen, die jede für sieb einen Raum, namenliich 
die Riume AJjV and BLD, ganz nmschUefsen. 

IL Nou sei, wenn es mögÜGb ist, GC ein Perpendikel durch C auf 
AB, welches nicht in die Perpcrtdicnlar- Flache DC fAllt, das beifst: eine 
gerade Linie ^ die mit AB gleiche Nebenwinkel GCA = GCB macht, ohne 
dafs GC eins der Perpendikel DC wäre. 

IIL Da C im Innern der ganz geschlossenen Fläche ADBL liegt, 
so muls die gerade Linie CG, die durch C geht, diese Fläche nothwendig 
schneiden (36.). Und s^war muf^ sie eine der beiden Linien DB und DA 
in irgend einer ihrer Lagen treffen. Sie treffe DB in E. 

IV. Alsdann gehen die drei geraden Linien DC, EC und BC durch 
eine und dieselbe gerade Linie DB und liegen folglich in einer Ebene durch 
C und DB, Und zwar liegt CE zwischen CD und CB. Deshalb aber ist 
der Winkel ECB, oder UCB, kleiner als der rechte Winkel DCB (25.). 

V. Der Punct E werde nun ferner mit dem Puncte A durch die 
gerade Linie AE verbunden. Alsdann ist AE eine der erzeugenden Linien 
einer Ebene durch DB und A; und da E zwischen D und B liegt, so liegt 
AE zwischen AD und AB; der Winkel EAB ist also kleiner als der 
Winkel DAB (25.). In welcher Lage sich also auch die Linie AE, mit 
AD und DB zugleich, um AB herum beGnden mag: immer liegt sie noth- 
wendig zwischen AD und AB, und folglich ganz im Innern der ganz um- 
schlossenen Fläche ADBL. 

VL Da nun ferner E nicht in A fallen, also die Länge der Linie 
AE nicht Null sein kann, so mufs sie nolhwendig Puncte im Innern der einen 
oder der andern ganz umschlossenen Fläche ADL oder BDL haben. Hat 
sie aber im Innern von ADL einen Punct, so mufs sie, weil E au/ serhalb 
ADL liegt, die Perpendicular- Fläche DL nothwendig schneiden (36.); und 
hat sie im Innern von BDL einen Punct, so mufs sie, weil A avfserhalb 
BDL liegt, die Perpendicular -Fläche DL wiederum nothwendig schneiden. 
Jedenfalls wird also die Perpendicular -Fläche DL von der geraden Linie 
AE irgendwo geschnitten , etwa in K, und folglich mufs AE irgend ein Per- 
pendikel KC auf AB, etwa in K, treffen. Ob dieses Perpendikel KC das 
nemliche DC sei, welches mit CE und CB in einer und derselben Ebene 
liegt, ist, wie sich sogleich zeigen wird, gleichgfiltig. 

VII. Die geraden Linien CA, CK und CE liegen nun wieder in 
einer und derselben Ebene, nemlich in der Ebene durch C und AE, und 



2. Zur Theorie der Ebene. 41 

zwar liegt CK zwischen CA und CE. Deshalb ist der Winkel ECA, oder 
GCA, gröfser als der rechte Winkel KCA (25.). 

YIII. Oben in (IV.) wurde gefunden, dafs der Winkel GCB kleiner 
ist, als der rechte Winkel DGB. Wenn nnn auch gleich das Perpendikel 
DC auf AB nicht das nemliche wäre mit dem Perpendikel KC auf AB^ so 
sind doch die rechten Winkel DCB und KCA einander gleich. Also folgt 
ans (IV. und VII.), well GCB kleiner und GCA gröfser als ein rechter 
Winkel ist, dafs die Nebenwinkel GCB und GCA nicht gleich und folglich 
nicht rechte sein können. 

Mithin ist kein Perpendikel GC auf AB, durch C, aufserhalb der 
Perpendicular- Fläche, auf die Axe AB, durch C möglich. 

45. Lehreatz. Durch jeden Punct einer geraden Linie giebt es nur 
eine Perpendicular - Fläche. 

Beweis. Es giebt kein Perpendikel durch den bestimmten Punct der 
Linie, welches nicht in einer Perpendicular- Fläche durch denselben läge (44). 
In einer zweiten Perpendicular -Fläche, aufserhalb der ersten, mflfste aber noth- 
wendig ein solches Perpendikel angetrolFen werden. Also giebt es keine zweite, 
und mithin nur eine Perpendicular- Fläche durch einen und denselben Punct. 

46. Lehrsatz. Wenn eine gerade Linie, z. B. FC (Fig. 21.), auf einer 
andern AB senkrecM s ebt, das heifst, mit ihr gleiche Nebenwinkel FCA 
und FCB macht: so g'ebt es in einer durch FC und AB gelegten Ebene 
kein zweites Perpendikel durch C auf ABy neben FC. 

Beweis. Gesetzt, DB wäre die bestimmende Linie einer durch FC 
und BC gelegten Ebene, und GC, wenn es möglich, ein zweites Perpendikel 
durch C auf AB, in dieser Ebene, also durch DB gehend: so mflfste GC 
nothwendig in der durch C gehenden Perpendicular --Fläche auf ^fl liegen; 
denn aufser den Perpendikeln, welche diese Fläche bilden, giebt es zufolge 
(44.) kein Perpendikel auf AB. Läge nun aber GC in der Perpendicular- 
Fläche durch C auf AB, so wäre BC oder AC auf den beiden in der Ebene 
DCB liegenden Linien CD und EC zugleich senkrecht; dann aber wäre 
BC oder AC, vermöge (40.), auch auf jeder andern erzeugenden Linie der 
Ebene DCB senkrecht ; also auch auf BC. Also wäre BC auf sich selbst 
senkrecht. Da dieses nicht sein kann, so ist auch keine Linie GC, durch C, 
in der Ebene DCB möglich, die auf AB senkrecht wäre. Eben so wird 
bewiesen, dafs keine solche Linie in irgend einer Ebene durch AC und FC 
möglich ist. 
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47. Lehrsatz. Die im Raame auf zwei sich schneidenden geraden 
Linien zugleich in ihrem Durchschnitts - Pancte senkrechte gerade Linie, die 
immer Statt findet (43.) , hat keine andere neben sich , die , ebenfalls durch 
den Durchschnitts -Punct der sich schneidenden geraden Linien gehend, adf 
beiden zugleich senkrecht stände. 

Beweis. Es sei DC (Fig. 18.) auf den beiden in C sich schneidenden 
geraden Linien AC und BC zugleich senkrecht, KC aber sei, wenn es an- 
geht, ein zweites Perpendikel durch C, auf AC und BC zugleich. Durch eine 
beliebige gerade Linie AB, die durch die beiden AC und BC geht, und 
durch den Punct C, werde eine Ebene gelegt, deren es nur eine giebt (23.)- 
Alsdann stehen, wie in (40.) bewiesen, alle erzeugenden Linien dieser Ebene, 
z. B. FC, GC etc. auf DC senkrecht. Alle diese erzeugenden Linien befinden 
sich also in der Per pendicular ^ Fläche auf DC, die durch C geiiH deren es 
wiederum nur eine giebt (45.)* 

Es werde der Punct A mit zwei beliebigen Puncten D und E der 
Linie DC, an verschiedenen Seiten von C liegend,' durch die geraden Linien 
AD und AE verbunden, und darauf das Dreieck ADE sammt der Linie 
AC in alle mögliche Lagen gebracht, während DCE, so wie KC, an dem 
uemlichen Orte bleiben. Der geometrische Ort von DAE wird eine ganz 
geschlossene Fläche sein, derjenige von AC aber die Per pendicular -- Fläche 
durch C auf DC. 

Da der Punct C im Innern der geschlossenen Fläche ADE liegt, so 
mufs KC dieselbe, und zwar die Linie AD, in irgend einer ihrer Lagen 
schneiden (35.). Es treffe sie in der Lage DF, und zwar in K, so sind FC, 
KC und DC drei erzeugende Linien einer Ebene durch FD und C; und 
zwar liegt KC zwischen FC und DC. 

Es giebt aber nach (46.) in einer, durch zwei auf einander senkrechte 
gerade Linien FC und DC gehenden Ebene keine andere durch C gehende 
Gerade, die auf FC senkrecht wäre, oder die mit ihr gleiche Nebenwinkel 
machte, als DC selbst Also kann KC auf FC nicht senkrecht sein. 

Gleichwohl mfifste, wenn KC auf AC und BC senkrecht stände, 
vermöge (40.) FC auf KC perpendiculair stehen. Also ist, aufser DC, 
kein zweites Perpendikel durch C, auf AC und BC zugleich, möglich. 

48. Lehrsatz. Es kann durch zwei sich schneidende gerade Linien 
nur eine Perpendicular-- Fläche gelegt werden, deren Axe durch den Durch- 
schniltspunct der beiden Linien geht. 
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Bewms. Es seien AC und BC (Fig. 18.) die beiden gegebenen gera- 
den Linien: so giebt es immer eine gerade Linie DC, die auf beiden asa- 
gleich in ihrem Durehschnittspnncte senlirecht steht (42.)- Die Gesammt- 
heitf der Perpendikel auf DC und C macht eine Perpendicalar- Flache aas, 
in welcher sich AC und BC befinden. Es giebt aber nur ein Perpendikel 
DC, auf AC und BC sugleich, durch C (47.). Desgleichen giebt es auf 
dieses DÖ nur mne Perpendicular- Fläche durch C (45.). Also giebt es 
nur eine Perpendicular-Flflche, die durch AC und jBC geht. 

49. Lehrsatz. Jede gerade Linie, die durch zwei beliebige Puncto 
einer Ebene geht, liegt ganz in dieser Ebene. 

(Dieses ist der in der Vorbemerkung gedachte Satz, der gewöhnlich, 
ohne Beweis, ah Definition der Ebene aufgestellt wird.) 

Beweis. Es sei C Fig. 22. der bestimmende Punct, AB die be^ 
stimmende Linie der gegebenen Ebene; AC und BC seien zwei beliebige 
erzeugende Linien derselben, DC die Gerade, welche auf diesen beiden er- 
zeugenden zugleich senkrecht steht und welche nach (42.) immer existirt, 
deren es aber nach (47.) nur eine giebt: so wird, indem nunmehr AC 
und BC zugleich auf DC in einem und demselben Puncto C senkrecht stehen, 
ganz wie in (40.) bewiesen, dafs auch alle öbrigen erzeugenden Linien der 
Ebene, also auch z.B. FC, GC etc., ant DC senkrecht sind. Es giebt 
keine erzeugende Linie der Ebene, die nicht auf DC perpendiculair wäre. 
Die Ebene ACB ffillt also in ihrer ganzen Ausdehnung in die Perpendicu^ 
lur ^Fläche durch AC und BC, deren Axe durch C geht. 

Nun seien H und K zwei beliebige, in der durch AB und C bestimm- 
ten Ebene liegende Puncto. Dieselben befinden sich, da sie in der Ebene 
Hegen sollen, nothwendig in zwei erzeugenden Linien derselben, nemlicb 
in den erzeugenden Linien HC und KC. Also sind HC und KC auf DC 
senkrecht (40.). Deshalb aber sind nun wieder, vermöge (40.), auch alle 
andern geraden Linien, die durch C und durch die verschiedenen Puncto der 
geraden Linie HK gehen können, auf DC senkrecht. Es giebt keine gerade 
Linie durch HK und C, die nicht auf DC senkrecht wire. Die Ebene HCK 
flik also ebenfalls, in ihrer ganzen Ausdehnung, in die Perpendicular-^Fldche 
dnrch AC und BC, deren Axe durch C geht. 

Es giebt aber, zufolge (48.) nur eine Per pendicular ^ Fläche durch 
AC und BC, deren Axe durch C geht. Also fallen die beiden Ebenen ACB 

6» 
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und HCK nothwendig in einander, und folglich liegt die , ganz in der Ebene 
HCK sich befindende Linie HK, auch ganz in der Ebene ACB. 

50. Lehrsatz. Durch zwei sich schneidende gerade Linien kann nttr 
eine Ebene gelegt werden. 

Beweis. Es 3ei z. B. AG (Fig. 22.) die besthnmende Linie einer durch 
die beiden gegebenen sich schneidenden Linien AC und GC geleglen Ebene, 
und die Linie DC, deren es nur eine giebt (47.), auf AC und GC zugleich 
senkrecht: so stehen, nach (40.), aile erzengenden Linien der Ebene üuf DC 
senkrecht, und folglich fällt die Ebene ACG ganz in die Perpendicular- Fläche 
durch AC und GC. 

Es sei LK eine zweite bestimmende Linie einer zweiten durch AC 
und GC gelegten Ebene: so stehen wiederum, nach (40.)^ AQch alte erzeu- 
genden Linien dieser zweiten Ebene auf der nemlichen Geraden DC senk- 
recht. Auch die zweite Ebene LCK, durch AC und GC, fällt also ganz in 
die Perpendicular- Fläche durch AC und GC. 

Es giebt aber nur eine Perpendicular- Fläche AC auf GC (48.): 
also fallen die beiden Ebenen ACG und LCK ganz in einander, und es 
kann folglich durch AC und GC nur eine Ebene gelegt werden. 

51. Lehrsatz. Die Ebene durch zwei sich schneidende gerade Li- 
nien, deren es nur eine giebt (50.), fällt ganz in die Perpendicular -Fläche 
durch die nerolichen Linien, deren es ebenfalls nur eine giebt (48.). 

Beweis. Alle erzeugenden Linien der Ebene stehen zufolge (40.) 
auf der Geraden im Räume senkrecht, die auf den beiden sich schneidenden 
Linien zugleich perpendiculair ist, und die immer Statt findet (42.), deren es 
aber nur eine giebt (47.). Also liegen sie alle in der Perpendicular- Fläche 
durch die sich schneidenden Linien, und folglich liegt dio Ebene ganz in ihr. 

52. Lehrsatz. Eine gerade Linie durch zwei Functe einer Perpen^ 
(ficu/^r - Fluche liegt ganz in derselben. 

Beweis. Es seien A und B (Fig. 18.) zwei Puncte der Perpendicuiar- 
Fläche, deren Mittelpunct C und deren Axe DC ist. Gesetzt ttun, irgeud 
ein Punct F aer geraden Linie AB läge nicht in der Perpendicnlar -Fläche, 
so würde FC nicht auf DC senkrecht sein, das faeifst, mit DCE nicht gleiche 
Nebenwinkel FCD=:^FCE machen (44.). Es macht eher die durch AB 
und durch C gehende gerade Linie FC mit BCE gleiche Nebenwinkel 
FCD = FCE (40.). Also liegt F, und da das Gleiche von jedem andern 
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Pancle der Linie AB gilt, diese Linie selbst, in ihrer ganzen Ausdehnung 
noth wendig in der Perpendicnlar- Fläche. 

53. Lehrsatz. Die Perpendicular- Fläche durch zwei sich schnei- 
dende gerade Linien, deren es nur eine gieht (48.), geht durch alle die ge- 
raden Linien, durch welche die Ebene geht, deren nur eine durch die nem- 
liehen sich schneidenden Linien gelegt werden kann (50.). 

Beweis. Jede gerade Linie durch zwei beliebige Puncte der Ebene 
liegt ganz in ihr (49.). Also geht jede gerade Linie in der Ebene auch 
durch die beiden sich schneidenden Linien, die die Ebene bestimmen. Diese 
aber liegen zugleich in der Perpendicular- Fläche. Also verbindet die Linie 
zugleich zwei Puncte der Perpendicular - Fläche. Deshalb liegt sie ganz in 
dieser (52.). Also geht die Perpendicular* Fläche durch jede gerade Linie, 
durch welche die Ebene geht. 

54. Lehrsatz. Weiin eine gerade Linie CF oder CG (Fig. 18.) auf 
der nemlichen Geraden im Räume CD senkrecht steht, die auf zwei andern 
geraden Linien AC und BC zugleich perpendiculair ist, so liegt sie mit diesen 
beiden Linien in einer und derselben Ebene. 

Beweis. Da nach der Voraussetzung AC, FC, BC, GC zugleich auf 
DC senkrecht sind, so liegen sie in der Per pendicular -^ Fläche auf die Axe 
DC durch C, deren es nur eine giebt (45.). Diese Fläche aber fällt mit 
der Ebene durch AC und BC, deren es nur eine giebt (50.), zusammen (53.). 
Also liegen FC und GC mit AC und BC in einer und derselben Ebene. 

55. Lehrsatz. Wenn der bestimmende Punct einer Ebene, nebst 
zwei Puncten ihrer bestimmenden Linie, in einer andern Ebene liegen, so 
fallen die beiden Ebenen ganz in einander. 

Beweis. Da vorausgesetzt wird , dafs z. B. der bestimmende Punct 
C (Fig. 23.), nebst zwei Puncten B und D der bestifnmenden Linie BD der 
Ebene BCD, in der Ebene FAE liegen, so mflssen nothwendig die drei 
Puncte B, C und D, die nicht in eine und dieselbe gerade Linie fallen können, 
in erzetiffenden Linien AE, AG und AF der Ebene FAE sich befinden. 
Dann fällt aber zunächst die bestimmende Linie BD der Ebene BCD ganz 
in die Ebene FAE (49.). Und deshalb befinden sich weiter zwei Puncte 
jeder erzeugenden Linie BC, HC, KC, DC etc., neniiich die Puncte B und 
C, L und C, M und C, D und C u. s. w. in der Ebene FAE. Also liegen 
auch sämmlliche erzeugende Linien der Ebene BCD ganz in der Ebene FAE 
(49.), und folglich fallen die beiden Ebenen ganz in einander. 
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56. Lehrsatz. Jeder Ponct einer Ebene kann der Hittelpnnct einer, 
und nur einer Perpendicular-FlAche sein, in welche dann die Ebene in 
ilirer ganzen Ausdehnung fällt 

Beweis. Es sei in der Ebene FÄE (Fig. 23.) , deren bestimmender 
Punct A und deren bestimmende Linie EF ist, C ein beliebiger Punct, 
welcher der Mittelpunct einer Perpendicnlarflfiche sein soll: so wird voraus«- 
gesetzt, dafs C in irgend einer erzeugenden Linie AC der Ebene liegt: in 
einer Linie also, die die bestimmende Linie EF schneidet; etwa in Cr. 

Nun sei E irgend ein anderer Punct der bestimmenden Linie der 
Ebene FAE, und EC und AGC seien zwei Strahlen der Perpen dicular- 
Ebene durch C. Alsdann hat die bestimmefide Linie der Ebene FAE zwei 
Puncte E und G mit der Perpendicular-FIfiche durch EC und €rC gemein. 
Deshalb liegt sie ganz, und also jeder ihrer Puncte in ihr (51.). Also hat 
nunmehr ferner jede erzeugende Linie der Ebene FAE, z. B. AE, AQ etc., 
zwei Puncte mit der Perpendicular- Flache gemein, *nemlich die Puncte A 
und E, A und Q u. s. w. Also liegen alle erzeugenden Linien der Ebene 
ganz in der Perpendicular- Fläche durch EC und GC, und folglich liegt in 
derselben die Ebene selbst, in ihrer ganzen Aasdehnung. 

Eben so wird, wenn man statt E irgend dnen andern Punct der be- 
stimmenden Linie der Ebene, z. B. den Punct F annimmt, bewiesen, dafs 
die Ebene ganz in der Perpendicular- Fläche durch FV und GC liegt. 

Nun giebt es aber nur eine gerade Linie im Räume, die auf EC und 
GC zugleich senhrecht ist (47.), also nur eine Axe der Perpendicular- 
Fläche durch EC und GC. Diese Axe, da sie auf den beiden erzeugenden 
Linien EC und GC einer Ebene durch EF und C senlirecht steht, ist aber 
auch auf jeder andern erzeugenden Linie dieser Ebene, z. B. auf FC senk«- 
recht (40.). Also ist sie auch auf CrC und FC zugleich senkrecht, und 
folglich die Axe der Perpendicular- Fläche durch GC und FCf deren es 
wiederum nur eine giebt. 

Die beiden Perpendicular -Flächen durch EC und GC, und durch FC 
und GC, so wie jede andere, in welche die Ebene EAF fallen kann, haben 
also eine gemeinsekaftlicke Axe; zugleich geben alle durch den Punct C 
dieser Axe. 

Es giebt aber durch einen und denselben Punct einer Axe nur eine 
Perpendicular * Fläche auf diese Axe (45.). Also giebt es immer eine Per- 
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pendicular- Fläche fOr jeden Punct einer Ebene, in welche die Ebene ganz 
Mit, aber nur eine. 

57. Lehrsatz. Jede gerade Linie, so lang sie auch sein mag, kann, 
nnter einem bestimmten Winkel gegen eine andere, die sich in einer gege- 
benen Ebene befindet, in diese Ebene gelegt werden. 

Beweis. Der Panct der Ebene, in welcher sich die beiden geraden 
Linien schneiden sollen, werde als der Mittelpunct derjenigen Perpendicular- 
Flache betrachtet, in welche die Ebene fallt; was immer angeht (56.). Als- 
dann ist die gegebene Linie einer der Strahlen der Perpendicular- Fläche; 
die in die Ebene zu legende zweite Linie aber wird ein anderer und der- 
jenige Strahl der Perpendicular-Fläche sein, der mit dem ersten den bestimmten 
Winkel macht. Und da nun die Länge der Sirahlen unbegrenzt ist, so kann 
die In die Ebene zu legende Linie so lang sein, als man will. 

58. Lehrsatt. Jedes Dreieck kann in eine bestimmte Ebene und an 
eine beitimmte Linie in derselben gelegt werden. 

Beweis. Die bestimmte Seite werde in die gegebene Linie gelegt: 
so kann eine zweite Seite des Dreiecks, unter dem bestimmten Winkel des- 
selben, an jene Linie, ebenfalls in die Ebene gelegt werden (57.). Dann 
aber fallt die dritte Seite des Dreiecks, weil sie zwei Puncto der vorigen 
beiden, und folglich zwei Puncto der Ebene verbindet, ebenfalls ganz in 
dieselbe (49.). 

59. Lehrsatz. Durch jedes Dreieck kann eine Ebene gelegt werden, 
in welche die drei Seiten desselben in ihrer ganzen Ausdehnung fallen; aber 
nur eine. 

Beweis. Es sei ABC (Fig. 24.) das Dreieck, durch welches eine Ebene 
gelegt werden soll, M sei der bestimmende Punct und DE die bestimmende 
Linie einer Ebene. Alsdann werde M z.B. in irgend eine Gerade AK, die 
durch A und durch irgend einen Punct K der A gegenflber liegenden Drei- 
ecks-Seite BC geht, gelegt. Ferner werde die bestimmende Linie der Ebene 
durch die Linie AKM, etwa in 1, gelegt und zugleich durch die Gerade BM, 
die B und M verbindet, etwa in H. Alsdann sind AM und BM zwei er- 
zeugende Linien der Ebene HMI; AB hat also die beiden Puncto A und B, 
und BC die beiden Puncto B und K mit der Ebene gemein. Deshalb fallen 
AB und BC ganz in die Ebene (49.). Und da ferner AC die beiden Puncto 
A und C mit der Ebene gemein hat, so fallt auch AC ganz in dieselbe. 
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Also gebt die Ebene darcb alle drei Seilen des Dreiecks, und es kann folglicb 
immer eine Ebene durch das Dreieck gelegt werden. 

Nun werde eine zweite Ebene PNQ ganz auf die nemliche Weise 
durch das Dreieck gelegt, so hat dieselbe die Puncte C und JR mit der vorigen 
Ebene H31I gemein; folglicb liegt die gerade RC, und mithin auch der be* 
stimmende Punct N der zweiten Ebene, nothwendig in der ersten (49.); 
desgleichen der Durchschnitlspuncl Q der bestimmenden Linie FG der zweiten 
Ebene, nebst der erzengenden Linie JVC Ferner liegt, da die zweite Ebene 
nunmehr^ nächst dem Puncte A, den Punct N mit der ersten Ebene gemein 
hat, auch die erzengende Linie NA der zweiten Ebene, und mithin ihr Durch- 
schnitt P mit ihrer Bestimmenden, in der ersten Ebene. Folglich liegen, 
nächst dem bestimmenden Puncte N der zweiten Ebene, zwei Puncte P und 
Q ihrer bestimmenden Linie in der ersten Ebene. Deshalb aber fallen beide 
Ebenen ganz in einander (55.); und da das Nemliche von jeder andern 
Ebene gilt, so kann durch ein Dreieck nur eine Ebene gelegt werden. 

60. Lehrsatz. Wenn zwei Ebenen drei Puncte, die nicht in gerader 
Linie liegen, mit einander gemein haben, so fallen sie ganz in einander. 

Beweis. Durch je zwei von den drei Puncten kann nur eine gerade 
Linie gelegt werden (2.), also durch die drei Puncte nur ein Dreieck. Durch 
jedes Dreieck aber kann nur eine Ebene gelegt werden (59.). Also fallen 
zwei Ebenen, die drei Puncte gemein haben, ganz in einander. 

61. Lehrsatz. Eine Ebene und eine gerade Linie, die sich schneiden, 
können nur einen Punct gemein haben. 

Beweis. Hätten sie auch nur zwei Puncte gemein, so fiele die Linie 
ganz in die Ebene (49.), und schnitte sie folglich nicht. 

62. Lehrsatz. Alle Durchschnittspuncte zweier Ebenen liegen noth- 
wendig in gerader Linie. 

Beweis, Läge ein dritter Durchschniltspunct nicht in der Geraden 
zwischen beliebigen zweien, so würden schon die Ebenen ganz in einander 
fallen (60.) und sich folglich nicht schneiden. 

63. Lehrsatz. Die Summe jedes Paares von Nebenwinkeln ist so 
grofä, als die Summe von zwei Rechten. 

Beweis. Sind die Nebenwinkel ACD und BCD (Fig. 21.) einander 
gleich, so ist jeder ein rechter (30.), und der Satz ist an sich selbst klar. 
Sind die Nebenwinkel ACE und BCE einander nicht gleich, so dafs also 
EC nicht in die Perpendicular- Fläche DC auf AB durch C fällt, so wird 
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in (44.) bewiesen, dafs der eine der beiden Winkel, z. B. BCE, nothwendig 
kleiner, der andere ACE nolhwendig gröfser ist, als ein rechter. Ferner 
wird in (44.) bewiesen, dafs CE die gerade Linie DB, die einen Punct D 
irgend eines Perpendikels DC der Perpendicular- Fläche mit B verbindet, 
nothwendig schneidet, etwa in E; desgleichen, dafs die gerade Linie AE 
nothwendig irgend einen, vielleicht einen andern Perpendikel KC der Per- 
pendicular -Fläche schneidet, etwa in K. Da auf diese Weise die Winkel 
ECB und DCB in einer und derselben Ebene liegen, nemlich in derjenigen, 
deren bestimmende Linie DEB und deren bestimmender Punct C ist, so ist 
nach (25.) 

ECB^DCE = DCB = R, 

wenn ü einen rechten Winkel bezeichnet: also ist, wenn man noch R auf 
beiden Seiten hiiffcuthut, 

1. ECB+DCE+H = 2R. 

Da ferner der Winkel KCE und der rechte Winkel ACK in einer und der- 
selben Ebene liegen, nemlich in derjenigen, deren bestimmende Linie AKE 
und deren bestimmender Punct C ist, so ist nach (25.) KCE-\'ACK= ACE^ 
oder, weil ACK=R^ 

2. KCE-\- R = ACE. 

Nun stelle man sich im Räume die gerade Linie vor, die auf EC und BC 
zugleich senkrecht steht, die immer Statt findet (41.) und deren es nur eine 
giebt (47.), so steht dieselbe, weil DC mit EC und BC in einer und der- 
selben Ebene liegt, aach nothwendig auf DC senkrecht (40.). Ferner steht 
sie auf AC senkrecht, weil ACB eine gerade Linie ist, folglich auf AC und 
EC zugleich, und folglich, weil KC mit AC und EC in einer und derselben 
Ebene liegt, auch auf KC (40.)* Es liegen aber DC und KC beide in der 
Perpendicular -Fläche auf AB durch C: also fallen sie, weil sie in der- 
selben , wie so eben folgte, mit dem Perpendikel auf EC und BC (deren es 
nur einen giebt, einen gleichen, nemlich einen rechten Winkel machen) noth- 
wendig in einander, und daher ist der Winkel KCE dem Winkel DCE gleich. 
Es ist also hier oben in (2.) nunmehr 

3. DCE^ R = ACE. 

Setzt man Dies oben in (1.), so findet sich 

4. ECB ^ ACE = 2iR; 

welches der Lehrsatz ist. 

CreUe*t Joarnal f. d. Math. Bd. XLV. Heft 1. 7 
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64. Lehrnatz. Wenn zwei Winkel, die zosammen so grofs als zwei 
Rechfe sind, den Scheitel und einen Schenkel gemein haben and in einer 
und derselben Ebene liegen, so liegen ihre andern Schenkel noibwendig in 
gerader Linie. 

Bewevt. Ldge der Schenkel eines Winkels, der mit dem Winkel 
ACB (Fig. 25.) den andern Schenkel AC und den Scheitel C gemein hat, 
mit ihm zusammen so grofs ist als zwei Rechte, und zugleich mit ihm in 
einer und derselben Ebene liegt, nicht in der geraden Linie 0C&^ so liege 
er z. B. in CD, oder in CE. 

Da voransgeseizt wird , dafs CD und CE mit AC und BC in einer 
und derselben Ebene liegen, so steht CD, oder CE, zufolge (40.) noth- 
wendig auf der Geraden im Räume senkrecht, die auf ^C und BC zugleich per- 
pendiculair ist, die immer Statt findet (42.) und deren es nur eine giebl (47.)« 
Desgleichen steht CG auf dieser nemlichen Geraden senkrecht, weil BCG 
eine gerade Linie sein soll. 

Da aber auf diese Weise CD und CE auf der nemlichen Geraden 
senkrecht sind, die auf CA und CG zugleich perpendiculair steht, so liegen 
sie mit CA und CG in einer und derselben Ebene (54.). Deshalb ist denn 
ACD kleiner und ACE gröfser als ACG (25.). Es ist aber BCA -f ACG 
= 2R (63.); also kann nicht BCA^ ACD und auch nicht BCA^ACE 
gleich zwei Rechten sein, und daher kann der Schenkel des Winkels, der 
mit ACB zusammen, in der nemlichen Ebene, so grofs sein soll, als zwei 
Rechte^ nicht in CD oder CE, sondern nur in die gerade Linie BCG fallen. 

Der Beweis von (63. und 64.) ist ebenfalls dem Euklidischen Buch 1. 
Salz 14. nachgebildet, aber mit den för die gegenwärtigen Ansichten noth- 
wendigen Vervollständigungen. 

65. Lehrsatz. Von jedem Winkel giebt es, in seiner Ebene, gleich 
grofse Hfilften. 

Beweis. Ist der Winkel ACB (Fig. 26.) so grofs als zwei Rechte, 
so ist die Linie ACB eine Gerade (64.), und für jeden Punct C einer ge- 
raden Linie giebt es eine Gerade CD, die mit AB gleiche Nebenwinkel 
macht (38.). 

Ist der Winkel ACB kleiner oder gröfser, als zwei Rechte, so werde 
BC=AC genommen, und A mit B durch die gerade Linie AB verbunden. 
Diese gerade Linie kann nicht durch C gehen; denn sonst mflfste irgend eine 
durch C gehende, mit AC und BC in einer und derselben Ebene liegende 
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gerade Linie CD mW ACB Nebei^winkel machen, deren dem Winkel ACB 
gleiche Summe zwei Rechte wäre (63.); was der Voraussetzung entgegen 
ist.' Nnn werde in der von ACB verschiedenen geraden Linie ADB, AD 
^=zBD genommen; was immer angeht (11.)- Alsdann sind in den Dreiecken 
ACD und BCD alle drei Seiten die nemlichen; denn es \s\AC^=^BC und 
AD= BD, nach der Voraussetzung, und CD ist sich selbst gleich. Also 
sind die Dreiecke congruent (32.), und Folglich sind die Winkel ACD und 
BCD, die, weil CD durch AB geht, in der Ebene des Winkels ACB liegen, 
einander gleich, und folglich gleich grofse Hälften des W^inkel ACB, in 
dessen Ebene. 

66. Lehrsatz. Wenn in der Ebene eines Winkels ACB (Fig. 27.) 
ein kleinerer Winkel ACD liegt, mit seinem Scheitel C und einem Schenkel 
AC in dem Scheitel und dem einen Schenkel des gröfseren, so giebt es immer 
einen Winkel ACE, der noch kleiner ist, als der kleinere Winkel ACD. 

Beweis, Durch fortgesetzte Halbirung des gröfseren Winkels ACB, 
die nach (65.) immer Statt findet, kommt man auf einen Winkel, der kleiner 
ist als jeder beliebige Winkel, folglich auch kleiner als der Winkel ACD. 

§. XL 

Dieses wfiren die nothwendigsten Sdlze aus der Theorie der Ebene, so, 
Vvie sich dieselbe nach meinem unmaafsgeblichen Ermessen, auf die Grundsätze 
(25., 35. und 36.), die schon von den Geometern (entweder stillschweigend 
oder ansdrQcklich ) zugegeben werden, wie es scheint, folgerecht errichten 
läfst. Es werden sich daran ohne Schwierigkeiten die ferner nöthigen Sätze 
anfQgen lassen. 

In den bisherigen Sätzen ist nirgend der Begriff der Parallelen vor- 
gekommen. Es mufs daher noch das Nothwendigste davon hinzugefügt werden; 
und zwar werde ich kflrzlich diejenige Theorie der Parallelen geben, die den 
Begriff von Winkel^ und Parallelrdthnen voraussetzt, und die ich für die 
beste halte: ungefähr in der Gestalt, wie ich sie in dem Journale der Ma- 
thematik Band XL Heft 2. S. 198 aufgestellt habe; aber den hiesigen Sätzen 
von der Ebene gemäfs eingerichtet und vervollständigt. 

67. Lehrsatz. Wenn zwei gerade Urnen MAP uni NCQ (Fig. 13.) 
in einer und derselben Ebene liegen und mit einer dritten ACJU, die sie 
schneiden, an ähnlichen Seiten gleiche Winkel MAH=^J>iCU machen, so 

begegnen sie sich nirgend. 

7» 
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Beweis. Gesetzt, es sei anders und sie begegneten sich irgendwo, 
so geschehe es in B. Die gerade Linie BCD, da sie die beiden Puncto B 
und C mit der Ebene gemein hat, in welcher nach der Voraussetzung MP 
und NF liegen, wird ganz in ihr sich befinden. Es sei E der von A und C 
gleich weit entfernte Punct, der zufolge (11.) nothwendig existirt, BEF sei 
eine gerade Linie, EF = BE und F mit C durch die gerade Linie CF 
verbunden: so wird BF, weil es mit der Ebene durch MP und NQ die 
beiden Puncto B und E gemein hat, ganz in ihr liegen; desgleichen CF, 
weil es den Punct C und den Punct F der Linie BF mit der Ebene gemein 
bat. Da in den Dreiecken AEB und CEF zwei Seiten und der einge- 
schlossene Winkel die nemlichen sind, nemWcYi AE^=EC, BE=^EF, nebst 
den Scheitelwinkeln bei £7, so sind die Dreiecke congruent (19.), und folglich 
ist der Winkel ECF dem Winkel MAH gleich. Es ist aber der dem Winkel 
MAH der Voraussetzung nach gleiche Winkel 2VC// seinem Scheitelwinkel 
ECQ gleich; also MAH=^ECQ. Beide Linien CF und CQ liegen aber 
in einer und derselben Ebene; also fällt CF^, weil sie mit CE denselben 
Winkel macht wie CQ, nothwendig mit CQ zusammen. 

Schnitte demnach CQ die MP in B, so mOfste DCF eine gerade Linie 
sein. Es liegt aber C nicht in der geraden Linie BEF: denn läge es in 
derselben, so lägen EC und AEC darin, folglich aiach BA und BC, und 
BA läge in BC, mithin fielen BA und CF zusammen, welches der Voraus- 
setzung entgegen ist. Es kann dsher BCF keine gerade Linie sein, weil es 
sonst deren zwei, von einander verschiedene gäbe, die eine durch E, die 
andere durch den Pupct C, der nicht in BEF liegt. Es kann folglich auch 
CQ d^ ÜfP, nicht In B schneiden, und eben so wenig in irgend einem 
andern Puncto; auqh, eben so, nicht MP die NQ irgendwo. 

Dieser Beweis ist dem Euklidischen des nemlichen Lehrsatzes nachge- 
bildet, aber nach den gegenwärtigen Ansichten vervollständigt. 

68. Lehrsa;tz. Zwei gerade Linien ^C und BD (Fig. 28.), die von 
einer dritten CJ9iV so geschnitten werden, dafs die beiden Innern, an einerlei 
Seite der letztern Übenden Winkel ACD und BDC zusammen kleiner als 
zwei Rechte sind, treffen, genugsam verlängert, an #ben der Seite zusammen. 

Beweis. Es wird vorausgesetzt, dafs AC und BD in einer und der- 
selben Ebene liegen. In dieser Ebene befindet sieb dann auch die Gerade 
CDN, weil sie zwei Puncto C und D mit der Ebene gemein bat. 

Da BDC'\'BDN=2B ist (63.), und nach der Voraussetzung 
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BDC^ACD<C2R sein soll, so \s\ACD<zBDK Es se}FCN=BDN, 

und FC liege in der nemlichen Ebene wie alle übrigen Linien: so ist noth- 
wendig FCN:>ACN; und zwar um den Winkel FCA. 

Welches nun auch der Winkel FCA sein magV so kann immer durch 
fortgesetzte Halbirung des Winkels FCN ein Winkel tX^'E angegeben werden, 
der kleiner ist als FCA (66.). Also ist FCN = n.FCE, wo n eine 
endliche Zahl bezeichnet. 

So viele Winkelräume, jeder gleich FCE, als die Zahl n Einheiten 
hat, an einander gelegt, fallen also den ganzen Winkelraum FCN, das heifst, 
den Theil der Ebene ans, den die Linien F^C und CN begrenzen. Und 
da FCA >> FCE, so fallen n Winkeirfiuroe, jeder gleich FCA, an einander 
gelegt, einen Winkelraum aus, der gröfner ist als FCN, 

Nun sei DG =^Gl=^ IL etc. = CD und CL = n.CD. Ferner seien 
GH, IK, LM etc., sämmtlich in der Ebene der übrigen Linien liegend, mit BD 
und FC parallel Alsdann sind alle die Parallelraume FCDB, BDGH, HGIK 
etc., das heifsf, diejenigen Theile der Ebene, die von den Linien FC, CD, DB, 
von den Linien BD, DG und GH etc. begrenzt werden, congruent, und 
folglich auch gleich grofs. Also ist der Pnrallelraum FCLM = n.FCDB, 

Der Parallelraum FCLM ist aber kleiner, als der Winkelraum FCN; 
denn er läfst von demselben noch den Winkelraum MLN übrig. Also ist er 
um so mehr kleiner als der Winkelraum n.FCA, der gröfser war als FCN. 

Es ist also n.FCDB<: n.FCA: folglich auch FCDB <C FCA. 
Daher kann der Winkelraum FCA nicht in dem Parallelraume FCDB ent- 
halten sein, und daher mufs AC die BD nothwendig irgendwo schneiden. 

69. Anmerkung. Die gerade Linie PQ (Fig. 11.), durch den bestim- 
menden Punct A einer Ebene gehend, begegnet« wenn sie mit irgend einer 
erzeugenden Linie derselben, z. B. mit AE, gleiche Winkel BEe^^=PAe^ macht, 
der bestimmenden Linie BC der Ebene nirgend (67.). Sie ist die einzige, 
welche diese Eigenschaft hat; denn jede andere gerade Linie Jf^^ durch A, 
die mit AE ungleiche Winkel macht, begegnet der bestimmenden Linie BC 
nothwendig (68.). Die Lage der Linie PQ, und die Lage dieser allein, wird 
also durch die bestimmende Linie der Ebene nicht gegeben. Sie wird aber 
dadurch bestimmt, dafs sie auf derjenigen Geraden im Räume senkrecht steht, 
die auf beliebigen zwei erzeugenden Linien der Ebene zugleich perpendiculair 
ist; oder auch dadurch, dafs sie durch irgend eine Gerade in der Ebene geht, 
die nicht mit BC parallel Ifiuft. 
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§. XIL 

Die beiden Sätze (67. und 68.) enthalten bekanntlich die Theorie 
der Parallelen, und der zweite Satz (68.) ist wörtlich das eilfte Euklidische 
Axiom. Gegen den beigeffigten Beweis desselben Ififst sich nichts weiter ein- 
wenden, als dafs in demselben Figuren zu Hflire genommen werden, die 
nicht ganz umschlossen sind. Dies bringt die Schwierigkeit mit sich^ dafs, 
nachdem von dem Winkelraume FCS (Fig. 28.) der Parallelraum FCLM 
weggenommen worden, noch ein Winkelranm MLN äbrig bleibt^ der dem 
Winkelraume FCJM gleich ist, so dafs also scheinbar Verschiedenes gleich 
sein soll, was ein Widerspruch zu sein scheint. Die Schwierigkeit entsteht 
daraus, dafs ungleichartige Gröfsen, nemlich Winkel- und Parallelrfiume, mit 
einander verglichen werden. Allein, dafs der Winkel FCA nicht in dem 
Parallelraume FCDB enthalten sein kann, ist auf dieselbe Art gewifs, als dafs 
ein Körper nicht in einer Linie, eine Linie nicht in einem Puncto Raum findet. 
Und da nun die Congruenz der verglichenen Figuren bei dem Beweise eben 
so streng Statt findet, wie bei jedem andern Beweise von Sätzen fiber ge- 
schlossene Figuren, so scheint mir der beigefägte Beweis befriedigend zu sein. 

Berlin, 1834. 
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3. 

Über die Tafel primitiver Wurzeln. 

(Vom Herrn Dr. KuUk, Professor der Math, an der Universität zu Prag)*). 

(Fortsetzung der im IX. Bande dieses Journals vom Herausgeber entworfenen Tafel dieser 

Wurzeln für die Primzahlen 3 bis 101.) 



Ach habe schon vor mehreren Jahren bei Gelegenheit der Fortsetzung 
der vom Herrn Geheimen Hofrath Gaufs in seinen Dlsqumtiones arithmeticae 
bekannt gemachten Tafel periodischer Dezimalbrüche, eine Tafel primitiver 
Wurzeln för alle Primzahlen und ihre Potenzen unter 1000 berechnet, und war 
daher nicht wenig erfreut, zu lesen, dafs eine solche Arbeit nach den Schlufs- 
worten des Herausgebers dieses Journals im Bande IX. S. 35 einer Bekannt- 
machung in dieser schätzbaren Zeitschrift nicht unwerth würde befunden werden. 

Tafel I. 

Kleinste primitive Wurzel für die Primzahlen 103 bis 1009. 



Pr. 


W. 


Pr. 


W. 


Pr. 


W. 


Pr. 


W. 


Pr. 


W. 


Pr. 


W. 


Pr. 


W. 


Pr. 


W. 


Pr. W. 


103 


5 


191 


19 


277 


"^ 


379 


10 


467 


2 


587 


2 


677 


2 


797 


2 


907 2 


107 


2 


193 


5 


281 


3 


383 


10 


479 


13 


593 


10 


683 


5 


809 


3 


911 17 


109 


6 


197 


2 


283 


3 


389 


10 


487 


10 


599 


14 


691 


3 


811 


10 


919 7 


113 


3 


199 


3 


293 


2 


397 


5 


491 


10 


601 


7 


701 


10 


821 


10 


929 3 


127 


3 


211 


2 


307 


5 


401 


3 


499 


10 


607 


3 


709 


10 


823 


10 


937 10 


131 


2 


223 


3 


311 


17 


409 


21 


503 


10 


613 


2 


719 


11 


827 


2 


941 10 


137 


3 


227 


2 


313 


10 


419 


10 


509 


10 


617 


3 


727 


10 829 


2 


947 2 


139 


2 


229 


6 


317 


2 


421 


2 


521 


3 


619 


10 


733 


6 


839 


11 


953 10 


149 


2 


233 


3 


331 


3 


431 


7 


523 


2 


631 


3 


739 


3 


853 


2 


967 5 


151 


6 


239 


7 


337 


10 


433 


10 


541 


10 


641 


3 


743 


10 


857 


10 


971 10 


157 


5 


241 


7 


347 


2 


439 


15 


547 


2 


643 


11 


751 


3 


859 


2 


977 10 


163 


2 


251 


6 


349 


2 


443 


2 


557 


2 


647 


10 


757 


2 


863 


10 


983 10 


167 


5 


257 


3 


353 


3 


449 


3 


563 


2 


653 


2 


761 


6 


877 


2 


991 5 


173 


2 


263 


5 


359 


7 


457 


13 


569 


3 


659 


10 


769 


11 


881 


12 


997 7 


179 


2 


269 


2 


367 


10 


461 


10 


571 


10 


661 


2 


773 


2 


883 


2 


1009 5 


181 


2 


271 


6 


373 


2 


463 


3 


577 


10 


673 


5 


787 


2 


887 


10 





^) Der Abdruck dieser Tafeln ist durch Zufall mehrere Jahre verspätet worden, 
weshdb der Herausgeber sehr um Entschuldigung bittet. 
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3. Kulik, Tafel primiiiver Wurzeln. 



Es ist far die Theorie der Primzahlen wichtig, eine Tafel sämmtlicher 
Potenzenreste fflr die kleinste primitive Wurzel als Grundzahl zu haben. 
Manche Wahrheiten, die sich bei aufmerksamer Betrachtung einer solchen Tafel 
von selbst aufdringen, könnten der Theorie als eben so viele Lehrsätze zum 
Beweisen vorgeführt werden. Überdies ist die Ableitung der secundären Wur- 
zeln aus einer solchen Tafel so einfach, dafs man in den meisten vorkom- 
menden Fällen damit ausreichen dQrfte. 

In der folgenden Tafel II. steht zuerst die Primzahl. Hierauf folgen 
ihre sämmtlichen primitiven Wurzeln, unter denen diejenigen mit einem Pnncte 
bezeichnet sind, welche der Bedingung Genüge leisten {Gaua^ Disq. aritbm. 
art. 72), dafs wenn sie zur Grundzahl angenommen werden, der Index der 
Zahl 10 den kleinsten Werth erhält. Die letzte Spalte enthält die Potenzen- 
reste für die kleinste primitive Wurzel als Grundzahl, in der Ordnung wie 
sie auf einander folgen. Die erste Hälfte derselben ist von der zweiten durch 
einen Doppeipunct geschieden, um die Controle der Schreib- oder Druck- 
fehler zu erleichtern, da die gleicbvielten Zahlen beider Hälften bekanntlich 
die Primzahl zur Summe haben. Z. B. in der Primzahl 103 sind die An- 
fangszahlen beider Hälften 5 und 98, deren Summe 103 ist; eben so geben 
die folgenden Zahlen 25 und 78, 22 und 81 ^ 7 und 96 dieselbe Summe. 
Allgemein bei der Primzahl 2//-f 1 wird der nte und der {n'\-p)\e Rest die 
Summe 2/7-|-l geben. 

Tafel O. 

Primitive Wurzeln und Potenzenreste für die Prirozahleu 103 bis 1009. 





Primitive Wi 


jrzeln 


N. 





1 


2 


2 


R e X 

4 


1 t e 
5 


6 


7 


8 


o 


103 


5 6. 11 


12 







5 


« 


22 


7 


35 


72 


51 


49 


39 




20 21 35 


40 


1 


92 


48 


34 


67 


26 


27 


32 


57 


79 


86 




43 44 45 


48 


2 


18 


90 


38 


87 


23 


12 


60 


94 


58 


84 




51 53 54 


62 


3 


8 


40 


97 


73 


56 


74 


61 


99 


83 


3 




65 67 70 . 


71 


4 


15 


75 


66 


21 


2 


10 


50 


44 


14 


70 




74 75 77 


78 


5 


41 


102 


98 


78 


81 


96 


68 


31 


52 


54 




84 85 86 


87 


6 


64 


11 


55 


69 


36 


77 


76 


71 


46 


24 




88 96 90 


101 


7 


17 


85 


13 


65 


16 


80 


91 


43 


9 


45 








8 


19 


95 


63 


6 


30 


47 


29 


42 


4 


20 








9 


100 


88 


28 


37 


82 


101 


93 


53 


59 


89 








10 


33 


62 


1 










t 
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R e 


t t e 












PrimitiT« Woraeln 


N. 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


107 


2 


5 


6 


7 8 







2 


4 


8 


16 


32 


64 


21 


42 


84 




15 


17 


18 


20 21 


1 


61 


15 


30 


60 


13 


26 


52 


104 


101 


95 




22 


24 


26 


28 31 


2 


83 


59 


11 


22 


44 


88 


69 


31 


62 


17 




32 


38 


43 


45 46 


3 


34 


68 


29 


58 


9 


18 


36 


72 


37 


74 




50 


51 


54 


55 58 


4 


41 


82 


57 


7 


14 


28 


56 


5 


10 


20 




59 


60 


63. 


65 66 


5 


40 


80 


53 


106: 


105 


103 


99 


91 


75 


43 




67 


68 


70 


71 72 


























73 


74 


77 


78 80 


6 


86 


65 


23 


46 


92 


77 


47 


94 


81 


55 




82 


84 


88 


91 93 


7 


3 


6 


12 


24 


48 


96 


85 


63 


19 


38 




94 


95 


96 


97 98 


8 


76 


45 


90 


73 


39 


78 


49 


98 


89 


71 




103 


104 






9 


35 


70 


33 


66 


25 


50 


100 


93 


79 


51 




• 








10 


102 


97 


87 


67 


27 


54 


1 








109 


6 


10. 


11 


13 







6 


36 


107 


97 


37 


4 


24 


35 


101 




14 


18 


24 


30 


1 


61 


39 


16 


96 


31 


77 


26 


47 


64 


57 




37 


39 


40 


42 


2 


15 


90 


104 


79 


83 


10 


60 


33 


89 


98 




44 


47 


50 


51 


3 


43 


40 


22 


23 


29 


65 


63 


51 


88 


92 




52 


53 


56 


57 


4 


7 


42 


34 


95 


25 


41 


28 


59 


27 


53 




58 


59 


62 


65 


5 


100 


55 


3 


18 


108: 


103 


73 


2 


12 


72 




67 


69 


70 


72 






















M 

t 




79 


85 


91 


95 


6 


105 


85 


74 


8 


48 


70 


93 


13 


78 


32 




96 


98 


99 


103 


7 


83 


62 


45 


52 


94 


19 


5 


30 


71 


99 












8 


49 


76 


20 


11 


66 


69 


87 


86 


80 


44 












9 


46 


58 


21 


17 


102 


67 


75 


14 


84 


68 












10 


81 


50 


82 


56 


9 


54 


106 


91 


1 




113 


3 


5 


6 


10. 







3 


9 


27 


81 


17 


51 


40 


7 


21 




12 


17 


19 


20 


1 


63 


76 


2 


6 


18 


54 


49 


U 


102 


80 




21 


23 


24 


27 


2 


14 


42 


13 


39 


4 


12 


36 


108 


98 


68 




29 


33 


34 


87 


3 


91 


47 


28 


84 


26 


78 


8 


24 


72 


103 




38 


39 


43 


45 


4 


83 


23 


69 


94 


56 


55 


52 


48 


16 


48 




46 


47 


54 


55 


5 


31 


93 


53 


46 


25 


75 


112: 


110 


104 


86 




58 


59 


66 


67 


\ 
























68 


70 


74 


75 


6 


32 


96 


62 


73 


106 


92 


50 


37 


111 


107 




76 


79 


80 


84 


7 


95 


59 


64 


79 


11 


33 


99 


71 


100 


74 




86 


89 


90 


93 


8 


109 


101 


77 


5 


15 


45 


22 


66 


85 


29 




93 


94 


96 


101 


9 


87 


35 


105 


88 


41 


10 


80 


»0 


U 


19 




108 


107 


108 


110 


10 
11 


57 

88 


58 
38 


61 
1 


70 


97 


65 


82 


fO 


60 


67 


137 


3 


« 


7 


12 







8 


9 


27 


81 


116 


94 


28 


84 


125 




14 


23 


29 


89. 


1 


121 


109 


73 


98 


22 


66 


71 


86 


4 


12 




43 


45 


46 


48 


2 


36 


108 


70 


83 


122 


112 


82 


119 


108 


55 




53 


55 


56 


57 


3 


38 


114 


88 


10 


30 


90 


16 


48 


17 


51 




58 


65 


67 


78 


4 


26 


78 


107 


67 


74 


95 


81 


93 


25 


TS 




83 


85 


86 


91 


5 


98 


40 


120 


106 


64 


65 


68 


77 


104 


58 
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R e 


9 t e 










PrimitiTe Worseln 


i 


N. 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 9 


127 


92 


93 


96 


97 




6 


47 


14 


42 


126: 


124 


118 


100 


46 


11 33 




101 


106. 


109. 


110 




7 


99 


43 


2 


6 


18 


54 


35 


105 


61 56 




112 


114 


116 


118 




8 


41 


123 


115 


91 


19 


57 


44 


5 


15 45 














9 


8 


24 


72 


89 


13 


39 


117 


97 


37 111 














10 


79 


110 


76 


101 


49 


20 


60 


53 


32 96 














11 


34 


102 


52 


29 


87 


7 


21 


63 


62 59 














12 


50 


23 


69 


80 


113 


85 


1 






131 


2 


6 


8 


10. 









2 


4 


8 


16 


32 


64 


128 


125 119 




14 


17 


22 


23 




1 


107 


83 


35 


70 


9 


18 


36 


72 


13 26 




26 


29 


30 


31 




2 


52 


104 


77 


23 


46 


92 


53 


106 


81 31 




37 


40 


50 


54 




3 


62 


124 


117 


103 


75 


19 


38 


76 


21 42 




56 


57 


66 


67 




4 


84 


37 


74 


17 


34 


68 


5 


10 


20 40 




72 


76 


82 


83 




5 


80 


29 


58 


116 


101 


71 


11 


22 


44 88 




85 


87 


88 


90 


























93 


95 


96 


97 




6 


45 


90 


49 


98 


65 


130: 


129 


127 


123 115 




98 


103 


104 


106 




7 


99 


67 


3 


6 


12 


24 


48 


96 


61 122 




HO 


111 


115 


116 




8 


113 


95 


59 


118 


105 


79 


27 


54 


108 86 




118 


119 


120 


122 




9 


39 


78 


25 


50 


100 


69 


7 


14 


28 56 




124 


126 


127 


128 




10 


112 


93 


55 


110 


89 


47 


94 


67 


114 97 














11 


63 


126 


121 


111 


91 


61 


102 


73 


15 30 














12 


60 


120 


109 


87 


43 


86 


41 


82 


33 66 














13 


1 


















137 


3 


5 


6 


12. 


13 







3 


9 


27 


81 


106 


44 


132 


122 92 




20 


21 


23. 


24 


26 


1 


2 


6 


18 


54 


25 


75 


88 


127 


107 47 




27 


29 


31 


33 


35. 


2 


4 


12 


36 


108 


50 


13 


39 


117 


77 94 




40 


42. 


43 


45. 


46 


3 


8 


24 


72 


79 


100 


26 


78 


97 


17 51 




47 


48 


51 


52. 


53 


4 


16 


48 


7 


21 


63 


52 


19 


57 


34 102 




54. 


55. 


57 


58. 


62 


5 


32 


96 


14 


42 


126 


104 


38 


114 


68 67 




66. 


67 


70 


71 


75 
























79 


80 


82 


83 


84 


6 

• 


64 


55 


28 


84 


115 


71 


76 


91 


136: 134 




85 


86 


89. 


90 


91 


7 


128 


110 


56 


31 


93 


5 


15 


45 


135 131 




92 


94. 


95 


97. 


102 


8 


119 


83 


112 


62 


49 


10 


30 


90 


133 125 




104. 


106. 


108 


110 


111 


9 


101 


29 


87 


104 


98 


20 


60 


43 


129 113 




113 


114 


116 


117 


124 


10 


65 


58 


37 


111 


59 


40 


120 


86 


121 89 




125 


131 


132 


134. 




11 


130 


116 


74 


85 


118 


80 


103 


35 
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137 


9 


193 


134 


116 


26 


130 


96 


203 184 89 168 




140 


143 


143 


150 


10 


9 


45 


335 


17 


85 


148 


186 99 318 359 




151 


153 


158 


163 


11 


187 


104 


343 


107 


358 


183 


79 118 36 180 




163 


166 


167- 


170 




















173 


174 


176 


178 


13 


69 


68 


63 


38 


190 


119 


41 205 194 139 




179 


180 


181 


183 


13 


141 


151 


30f 


174 


39 


195 


1U 166 276: 273 




184 


197 


199 


300 


14 


353 


153 


306 


199 


164 


366 


222 2 10 50 




305 


309 


313 


319 


15 


350 


143 


156 


226 


32 


110 


273 257 177 54 




221 


334 


327 


331 


16 


370 


343 


103 


233 


57 


8 


40 200 169 14 




333 


333 


334 


346. 


17 


70 


73 


88 


163 


261 


197 


154 216 249 137 




353 


357 


359 


360 




















363 


366 


371 


373 


18 


131 


101 


338 


33 


160 


346 


122 56 3 15 












19 


75 


98 


313 


334 


62 


33 


165 271 347 127 












30 


81 


138 


86 


153 


211 


324 


13 60 33 115 












31 


21 


105 


348 


132 


106 


253 


157 . 331 47 335 












33 


67 


58 


13 


65 


48 


240 


92 183 84 143 












33 


161 


351 


147 


181 


74 


93 


188 109 268 232 












34 


52 


360 


193 


129 


91 


178 


59 18 90 173 












35 


34 


170 


19 


95 


198 


159 


241 97 308 309 












26 


214 


339 


87 


158 


286 


72 


83 138 136 136 












37 


76 


103 


338 


82 


133 


111 


1 


261 


3 


11 


13 


13 







3 


9 


27 


81 


243 


167 320 98 13 




15 


19 


31 


23 


1 


39 


117 


70 


210 


68 


204 


50 150 169 336 




33 


34 


36 


27 


2 


116 


67 


301 


41 


123 


88 


264 230 128 103 


,, 


30 


41 


43 


44 


3 


28 


84 


352 


194 


20 


60 


180 259 215 83 




46 


48 


51 


53 


4 


349 


185 


247 


260 


218 


92 


276 266 236 146 




54. 


55 


71 


74 


5 


157 


190 


8 


24 


72 


216 


86 258 213 74 
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PrimitiTe Wuiteln 


N. 





1 


2 


3 


R e 1 


B t t 
5 


6 


7 


8 9 


281 


75 


76 


82 


83. 


6 


222 


104 


31 


93 


279 


275 


263 


227 


119 76 




84 


87 


91 


94 


7 


228 


122 


85 


255 


203 


47 


141 


142 


145 154 




95 


96 


97 


103 


8 


181 


262 


224 


110 


49 


147 


160 


199 


35 105 




104 


105 


107 


108 


9 


34 


102 


25 


75 


225 


113 


58 


174 


241 161 




HO 


115 


117. 


120 


10 


202 


44 


132 


115 


64 


192 


14 


42 


126 97 




122 


127 


131 


133. 


11 


10 


30 


90 


270 


248 


182 


265 


233 


137 130 




148. 


150 


154 


159 
























161 


164. 


166 


171 


12 


109 


46 


138 


133 


118 


73 


219 


95 


4 12 




173 


174 


176 


177 


13 


36 


108 


43 


129 


106 


37 


111 


52 


156 187 




178 


184 


185 


186 


14 


280: 


278 


272 


254 


200 


38 


114 


61 


183 268 




187 


190 


194 


197 


15 


242 


164 


211 


71 


213 


77 


231 


131 


112 55 




198. 


199 


205 


206 


16 


165 


214 


80 


240 


158 


193 


17 


51 


153 178 




207 


210 


226 


227. 


17 


253 


197 


29 


87 


261 


221 


101 


22 


66 198 




229 


230 


233 


235 
























237 


239 


240 


251 


18 


32 


96 


7 


21 


63 


189 


5 


15 


45 135 




254 


255 


257 


258 


.19 


124 


91 


273 


257 


209 


65 


195 


23 


69 207 




259 


260 


262 


266 


20 


59 


177 


250 


188 


2 


6 


18 


54 


162 205 




268 


269 


270 


278 


21 


53 


159 


196 


26 


78 


234 


140 


139 


136 127 












22 


100 


19 


57 


171 


232 


134 


121 


82 


246 176 












23 


247 


179 


256 


206 


56 


168 


223 


107 


40 120 












24 


79 


237 


149 


166 


217 


89 


267 


239 


155 184 












25 


271 


251 


191 


11 


33 


99 


16 


48 


144 151 












26 


172 


235 


143 


148 


163 


208 


62 


186 


277 269 












27 


245 


173 


238 


152 


175 


244 


170 


229 


125 94 










. 


28 


1 
















t 


283 


3 


5 


12 


14 







3 


9 


27 


81 


243 


163 


206 


52 156 




17 


18 


20 


28 


1 


185 


272 


250 


184 


269 


241 


157 


188 


281 277 




26 


31 


35 


37 


2 


265 


229 


121 


80 


240 


154 


179 


254 


196 22 




46 


47 


48 


50 


3 


66 


198 


28 


84 


252 


190 


4 


12 


36 108 




55 


56 


65 


68 


4 


41 


123 


86 


258 


208 


58 


174 


239 


151 170 




69 


72 


75 


80 


5 


227 


115 


62 


186 


275 


259 


211 


67 


201 37 




82 


87 


88 


98 












■ 












104 


107 


109 


114 


6 


111 


50 


150 


167 


218 


88 


264 


226 


112 53 




118 


119 


123 


124 


7 


159 


194 


16 


48 


144 


149 


164 


209 


61 183 




126 


133 


139 


140 


8 


266 


232 


130 


107 


38 


114 


59 


177 


248 178 




145 


146 


147 


148 


9 


251 


187 


278 


268 


238 


148 


161 


200 


34 102 




153 


154 


162 


166 


10 


23 


69 


207 


55 


165 


212 


70 


210 


64 192 




170 


171 


173 


178 


11 


10 


30 


90 


270 


244 


166 


215 


79 


237 145 




180 


182 


183 


184 
























186 


187 


188 


189 


12 


152 


173 


236 


142 


143 


146 


155 


182 


263 223 




190 


191 


192 


193 


13 


103 


26 


78 


234 


136 


125 


92 


276 


262 220 




194 


198 


200 


202 


14 


94 


282: 


280 


274 


256 


202 


40 


120 


77 231 




206 


209 


210 


813 


15 


127 


98 


11 


33 


99 


14 


42 


126 


95 2 




220 


221 


224 


226 


16 


6 


18 


54 


162 


203 


43 


129 


104 


29 87 




231 


234 


242 


243 


17 


261 


217 


85 


255 


199 


31 


93 


279 


271 247 
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Primitive Wurzeli 


i 

* 


N. 





1 


2 


3 


R e 
4 


s t e 
5 


6 


7 


8 


9 


283 


247 


249 


255 


258 




18 


175 


242 


160 


197 


25 


75 


225 


109 


44 


132 


• 


259. 


260 


270 


272 




19 


113 


56 


168 


221 


97 


8 


24 


72 


216 


82 




273 


274 


276 


277 




20 


246 


172 


233 


133 


116 


65 


195 


19 


57 


171 














21 


230 


124 


89 


267 


235 


139 


134 


119 


74 


222 














22 


100 


17 


51 


153 


176 


245 


169 


224 


106 


35 














23 


105 


32 


96 


5 


15 


45 


135 


122 


83 


249 














24 


181 


260 


214 


76 


228 


118 


71 


213 


73 


219 














25 


91 


273 


253 


193 


13 


39 


117 


68 


204 


46 














26 


138 


131 


110 


47 


141 


140 


137 


128 


101 


20 














27 


60 


180 


257 


205 


49 


147 


158 


191 


7 


21 














28 


63 


189 


1 
















293 


2 


3 


5 


7 


8 







2 


4 


8 


16 


32 


64 


128 


256 


219 




11 


12 


13 


18 


19 


1 


145 


290 


287 


281 


269 


245 


197 


101 


202 


111 




20 


23 


27 


28 


29 


2 


222 


151 


9 


18 


36 


72 


144 


288 


283 


273 




30 


32 


34 


41 


42 


3 


253 


213 


133 


266 


239 


185 


77 


154 


15 


30 




44 


45 


47 


48 


50 


4 


60 


120 


240 


187 


81 


162 


31 


62 


124 


248 




51 


52 


62 


63 


66 


5 


203 


113 


226 


159 


25 


50 


100 


200 


107 


214 




70 


72 


74 


75 


76 


























78 


79 


80 


85 


86 


6 


135 


270 


247 


201 


109 


218 


143 


286 


279 


265 




89. 


92 


93 


98 


99 


7 


237 


181 


69 


138 


276 


259 


225 


157 


21 


42 




101 


103 


105 


106 


108 


8 


84 


168 


43 


86 


172 


51 


102 


204 


115 


230 




110 


111 


112 


113 


114 


9 


167 


41 


82 


164 


35 


70 


140 


280 


267 


241 




116 


117 


118 


119 


120 


10 


189 


85 


170 


47 


94 


188 


83 


166 


39 


78 




122 


125 


127 


128 


129 


11 


156 


19 


38 


76 


152 


11 


22 


44 


88 


176 




130 


131 


134 


136 


139 


























142 


146 


147 


151 


154 


12 


59 


118 


236 


179 


65 


130 


260 


227 


161 


29 




157 


159 


162 


163 


164 


13 


58 


116 


232 


171 


49 


98 


196 


99 


198 


103 




165 


166 


168 


171 


173 


14 


206 


119 


238 


183 


73 


146 


292: 


291 


289 


285 




174 


175 


176 


177 


179 


15 


277 


261 


229 


165 


37 


74 


148 


3 


6 


12 




180 


181 


182 


183 


185 


16 


24 


48 


96 


192 


91 


182 


71 


142 


284 


275 




187 


188 


190 


192 


194 


17 


257 


221 


149 


5 


10 


20 


40 


80 


160 


27 




195 


200 


201 


204. 


207 


























208 


213 


214 


215 


217 


18 


54 


108 


216 


139 


278 


263 


233 


173 


53 


106 




218 


219 


221 


223 


227 


19 


212 


131 


262 


231 


169 


45 


90 


180 


67 


134 




230 


231 


241 


242 


243 


20 


268 


243 


193 


93 


186 


79 


158 


23 


46 


92 




245 


246 


248 


249 


251 


21 


184 


75 


150 


7 


14 


28 


56 


112 


224 


155 




252 


259 


261 


263 


264 


22 


17 


34 


68 


136 


272 


251 


209 


125 


250 


207 




265 


266 


270 


273 


274 


23 


121 


242 


191 


89 


178 


63 


126 


252 


211 


129 




275 


280 


281 


282 


285 


























286 


288 


290 


291 




24 


258 


223 


153 


13 


26 


52 


104 


208 


123 


246 














25 


199 


105 


210 


127 


254 


215 


137 


274 


255 


217 














26 


141 


282 


271 


249 


205 


117 


234 


175 


57 


114 














27 


228 


163 


33 


66 


132 


264 


235 


177 


61 


122 














28 


244 


195 


97 


194 


95 


190 


87 


174 


55 


110 














29 


220 


147 


1 
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Primitive Woneln 



307 



311 



5 


13 


14 


21 


22 


23 


29 


30 


31 


43 


45 


47 


50 


52 


55 


56 


59 


61 


67 


73 


74 


75 


78 


80 


82 


84 


85 


88 


92 


95 


98 


106 


111 


116 


117 


120 


123 


124 


126 


130 


131 


132 


137 


138 


142 


143 


147 


151 


157 


159 


161 


166 


172 


173 


174 


178 


180 


185 


186 


188 


189 


195 


197 


198 


200 


203 


207 


208 


213 


217 


218 


220 


221 


224 


236 


238 


241 


242 


244 


245 


247 


249 


258 


263 


265 


266 


267 


268 


270 


279 


281 


282 


292 


296 


297 


300 



17 


19 


22 


23 


29 


31 


33 


34 


37 


38 


43 


44 


55 


57 


58 


59 


62 


66 


69 


71 


74 


76 


82 


85 


88 


92 


93 


97 


99 


101 


102 


103 


110 


111 


114 


115 


118 


119 


182 


123 



N. 



I 




1 
2 

3 

4 
5 

6 
7 
8 
9 
10 
11 

12 
13 
14 
15 
16 
17 

18 
19 
20 
21 
22 
23 

24 
25 
26 
27 
28 
29 

80 



R e 
3 4 



5 25 125 11 

262 82 103 208 119 

183 301 277 157 171 

54 270 122 303 287 

26 130 36 180 286 

58 290 222 189 24 

153 151 141 91 148 

176 266 102 203 94 

62 3 15 75 68 

280 172 246 2 10 

294 242 289 217 164 

278 162 196 59 295 

77 78 83 108 233 

219 174 256 52 260 

276 152 146 116 273 

167 221 184 306 302 
160 186 9 45 225 

168 226 209 124 6 



115 
44 

169 
70 

227 

223 

96 
285 

69 
272 

40 

42 



268 
220 
231 
43 
214 
194 

173 
197 
38 
132 
200 
210 



112 
179 
234 
215 
149 
49 

251 
64 

190 
46 
79 

129 



253 
281 
249 
154 
131 
245 

27 
13 
29 
230 
88 
31 



37 
177 

17 
156 

41 
304 

135 
65 
145 
229 
133 
155 



259 67 28 140 86 




1 
2 
3 

4 
5 

6 
7 

8 



17 289 248 173 

260 66 189 103 196 

113 55 2 34 267 

146 305 209 132 67 

18 306 226 110 4 

15 255 292 299 107 

168 57 36 301 141 

140 203 30 199 273 

13 221 25 114 72 



s t e 
5 



6 



9 



55 


275 


147 


121 


298 


288 


212 


139 


81 


98 


241 


284 


192 


39 


195 


207 


114 


263 


87 


128 


202 


89 


138 


76 


73 


120 


293 


237 


264 


92 



126 16 80 93 158 

163 201 84 113 258 

33 165 211 134 56 

50 250 22 110 243 

206 109 238 269 117 

247 7 35 175 261 

244 299 267 107 228 

72 53 265 97 178 

137 71 48 240 279 

282 182 296 252 32 

204 99 188 19 95 
30 150 136 66 23 

185 4 20 100 193 

271 127 21 105 218 

85 118 283 187 14 

166 216 159 181 291 

205 104 213 144 106 
292 232 239 274 142 



61 


305 


297 


257 


57 


18 


90 


143 


101 


198 


111 


248 


12 


60 


300 


224 


199 


74 


63 


8 


51 


255 


47 


235 


254 


161 


191 


34 


170 


236 


123 


1 








142 


237 


297 


73 


308 


222 


42 


92 


9 


153 


185 


35 


284 


163 


283 


206 


81 


183 


84 


184 


68 


223 


59 


70 


257 



264 134 101 162 266 

220 8 136 135 118 

287 214 217 268 202 

291 282 129 16 272 

10* 



76 



3. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 





Primitiye Wurzeln 


N. 





1 


2 


3 


R e 

4 


s t e 
5 


6 


7 


8 9 


3H 


124 


129 


131 


132 


9 


270 


236 


280 


95 


60 


87 


235 


263 


117 123 




133 


136 


138 


145 


10 


225 


93 


26 


131 


50 


228 


144 


271 


253 258 




148 


149 


151 


152 


11 


32 


233 


229 


161 


249 


190 


120 


174 


159 215 




153 


154 


155 


161 
























164 


167 


170 


172 


12 


234 


246 


139 


186 


52 


262 


100 


145 


288 231 




174 


176 


177 


180 


13 


195 


205 


64 


155 


147 


11 


187 


69 


240 37 




181 


183 


184 


186 


14 


7 


119 


157 


181 


278 


61 


104 


213 


200 290 




191 


194 


199 


202 


15 


265 


151 


79 


99 


128 


310: 


294 


22 


63 138 




203 


204 


205 


207 


16 


169 


74 


14 


238 


3 


51 


245 


122 


208 115 




211 


213 


215 


217 


17 


89 


269 


219 


302 


158 


198 


256 


309 


277 44 




218 


221 


227 


230 
























231 


232 


233 


236 


18 


126 


276 


27 


148 


28 


165 


6 


102 


179 244 




238 


239 


241 


244 


19 


105 


230 


178 


227 


127 


293 


5 


85 


201 307 




246 


247 


248 


251 


20 


243 


88 


252 


241 


54 


296 


56 


19 


12 204 




255 


257 


258. 


263 


21 


47 


177 


210 


149 


45 


143 


254 


275 


10 170 




266 


269 


271 


272 


22 


91 


303 


175 


176 


193 


171 


108 


281 


112 38 




276 


281 


283 


284 


23 


24 


97 


94 


43 


109 


298 


90 


286 


197 239 




286 
299 
306 


290 
301 
307 


295 
302 
308 


297 
303 
309 


24 
25 
26 


20 

224 

83 


29 

76 

167 


182 
48 
40 


295 
194 

58 


39 

188 

53 


41 

86 

279 


75 
218 

78 


31 

285 

82 


216 251 
180 261 
150 62 












27 


121 


191 


137 


152 


96 


77 


65 


172 


125 259 












28 


49 


211 


166 


23 


80 


116 


106 


247 


156 164 












29 


300 


124 


242 


71 


274 


304 


192 


154 


130 33 












30 


250 


207 


98 


111 


21 


46 


160 


232 


212 183 












31 


1 


















313 


10. 


14 


15 


17 







10 


100 


61 


297 


153 


278 


276 


256 56 




20 


21 


28 


31 


1 


247 


279 


286 


43 


117 


231 


119 


251 


6 60 




34 


37 


41 


45 


2 


287 


53 


217 


292 


103 


91 


284 


23 


230 109 




46 


47 


55 


59 


3 


151 


258 


76 


134 


88 


254 


36 


47 


157 5 




60 


62 


63 


65 


4 


50 


187 


305 


233 


139 


138 


128 


28 


280 296 




67 


69 


74 


77 


5 


143 


178 


215 


272 


216 


282 


3 


30 


300 183 




80 


84 


86 


89 
























90 


91 


92 


94 


6 


265 


146 


208 


202 


142 


168 


115 


211 


232 129 




101 


102 


106 


109 


7 


38 


67 


44 


127 


18 


180 


235 


159 


25 350 




110 


112 


120 


122 


8 


309 


273 


226 


69 


.64 


14 


140 


148 


328 89 




123 


126 


127 


130 


9 


264 


136 


108 


141 


158 


15 


150 


248 


289 73 




146 


149 


153 


154 


10 


104 


101 


71 


84 


214 


262 


116 


221 


19 190 




159 


160 


164 


167 


11 


22 


220 


9 


90 


274 


236 


169 


125 


311 293 




183 


186 


187 


190 
























191 


193 


201 


203 


12 


113 


191 


32 


7 


70 


74 


114 


201 


132 68 




204 


207 


211 


212 


13 


54 


227 


79 


164 


75 


124 


3U1 


193 


52 207 




219 


221 


222 


223 


14 


192 


42 


107 


131 


58 


267 


166 


95 


11 110 




224 


227 


229 


233 


15 


161 


45 


137 


118 


241 


219 


312: 


303 


213 253 




236 


239 


244 


246 


16 


16 


160 


35 


37 


57 


257 


66 


34 


37 370 












17 


196 


82 


194 


63 


307 


253 


26 


260 


96 31 
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Primitiye Wurzeln 



313 248 250 251 253 

254 258 266 267 

268 272 276 279 

282 285 292 293 

296 298 299 303 



N. 



317 



2 

14 

22 

35 

50 

69 

78 

93 

108 

118 

127 

134 

147 

159 

171 

184 

191 

200 

210 

226 

241 

249 

269 

284 

296 

304 



3 
17 
27 
41 
52 



5 
18 
29 
45 
55 



71. 72 
80 84 
97 98 
109 111 
119 120 
128 129 
137 139 
151 153 
162 163 
174 177 
185 187 
192 195 
201 202 
211 215 
229 231 
242 243 
255 261 
270 271 
285 287 
297 298 
305 309 



8 12 13 

19 20 21 

30 32 33 

46 47 48 

56 62 68 

74 75 76 

86 88 91 

102 106 107 

115 116 117 

122 125 126 

130 132 133 

140 143 146 

154 155 158 

164 166 170 

178 180 183 

188 189 190 

197 198 199 

206 208 209 

219 220 224 

233 237 239 

246 246. 248 

262 265 267 

272 276 282 

288 290 295 

299 300 303 

312 314 315 



18 
19 
20 
21 
22 
23 

24 
25 
26 
27 

28 
29 

30 
31 



1 



Reste 

3 4 I 5 



8 9 




1 
2 
3 
4 

5 

6 
7 
8 
9 
10 
11 

13 
13 
14 
15 
16 
17 

18 
19 
20 
21 
22 
23 



210 222 29 290 83 

225 59 277 266 156 

174 175 185 285 33 

97 31 310 283 13 

171 145 198 102 81 

295 133 78 154 288 

• 

249 299 173 165 85 

155 298 163 65 24 

99 51 197 92 294 

39 77 144 188 2 

243 239 199 112 181 

238 189 13 120 261 

355 46 147 218 302 

73 94 1 



204 162 55 237 179 

308 263 126 8 80 

17 170 135 98 41 

130 48 167 105 111 

184 275 346 369 186 

63 4 40 87 344 

224 49 177 205 172 

240 209 213 243 339 

123 291 93 304 233 

20 200 122 281 306 

245 259 86 234 149 

106 121 271 206 182 

203 152 368 176 195 



3 4 8 16 

78 146 292 267 217 

257 197 77 154 308 

58 116 333 147 294 

113 226 135 270 223 

7 14 28 56 112 

194 71 143^ 284 351 

314 111 333 137 354 

89 178 39 78 156 
157 314 311 305 293 

49 98 196 75 150 

90 180 43 86 172 

230 143 286 255 193 

306 295 273 339 141 

148 296 275 233 149 

26 52 104 208 99 

313 309 301 385 353 

35 50 100 300 83 



9 18 36 

33 46 93 

94 188 59 

389 361 205 93 186 

66 133 264 

63 126 252 



240 163 

85 170 

18?^ 47 



175 33 
95 190 



32 64 128 256 195 

117 234 151 302 287 

299 281 245 173 29 
271 225 133 366 315 
129 258 199 81 162 
224 131 263 307 97 

185 53 106 212 107 

191 65 130 260 203 

312 307 297 277 iW7 

269 221 125 250 183 

300 283 249 181 45 
27 54 108 216 115 

69 138 276 235 153 

283 347 177 37 74 

398 379 341 165 13 

198 79 158 316: 315 

189 61 123 344 171 

166 15 30 60 120 

73 144 388 359 2.61 

184 51 103 304 91 

118 336 155 310 303 
55 110 330 123 246 

211 105 210 103 206 

187 57 114 228 139 



78 
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Primitive Wurzeln 



3t7 



331 



3 
35 
42 

59 
86 
98 



11 

37. 

44 

60 
90 
99 



129 134 

137 140 

152 158 

175 182 

20 J 204 

210 217 

222 227 

240 244 

254 255 

273 277 

286 288 

301 305 

310 311 

347 322 



28 

40 

'SO 

63 

93 

101 

135 

147 

160 

190 

208 

218 

228 

249 

260 

278 
292 
306 
312 
325 



29 

41 

55 

66 

97 

107 

136 

148 

170 

192 

209 

221 

237 

250 

262 

285 

295 

307 

314 

326 



N. 



24 

25 
26 
27 
28 
29 

30 
31 



Reste 







1 



8 9 



278 239 161 

6 12 24 

121 242 167 



5 



48 
17 



10 
96 
34 




1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 
10 
11 

12 
13 
14 
15 
16 
17 

18 
19 
20 
21 
22 
23 

24 
25 
26 
27 
28 
29 



274 231 145 290 263 

31 62 124 248 179 

44 88 176 35 70 

42 84 168 19 38 

213 109 218 119 238 



3 9 27 81 

131 62 186 227 19 
280 178 203 278 172 
270 148 113 8 24 
284 190 239 55 165 

132 65 195 254 100 

80 240 58 174 191 

219 326 316 286 196 

223 7 21 63 189 

85 255 103 309 265 

212 305 253 97 291 

299 235 43 129 56 



111 2 6 
308 262 124 
297 229 25 



18 54 

41 123 

75 225 

180 209 296 226 16 

79 237 49 147 110 

88 264 130 59 177 

274 160 149 116 17 

146 107 321 301 241 

259 115 14 42 126 

167 170 179 206 287 

31 93 279 175 194 

89 267 139 86 258 



74 222 



12 



95 285 193 248 

198 263 127 50 

120 29 87 261 121 

163 158 143 98 294 

169 176 197 260 118 



20 40 80 160 3 

192 67 134 268 219 

68 136 27t 227 137 

209 101 202 87 174 

41 82 164 11 22 

140 280 243 169 '21 

76 152 304 291 265 

159 1 



243 67 201 272 154 

57 171 182 215 314 

185 224 10 30 90 

72 216 317 289 205 

164 161 152 125 44 

300 238 52 156 137 

242 64 192 245 73 

157 109 327 319 295 

236 46 138 83 249 

133 68 204 281 181 

211 302 244 70 210 

168 173 188 233 37 

162 155 134 71 213 

38 114 11 33 99 

13 39 117 20 60 

48 144 101 303 247 

330: 328 322 304 2^0 

200 269 145 104 312 

51 153 128 53 159 

61 183 218 323 307 

47 141 92 276 166 

199 266 136 77 231 

251 91 273 157 140 

112 5 15 45 135 



36 


106 


324 


310 


268 


142 


82 


246 


76 


228 


22 


66 


50 


119 


26 


78 


234 


40 


21 


32 


96 


288 


202 


275 



220 329 325 313 277 
23 69 207 290 208 
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R e i 


8 t e 










Primitive W 


urzeln 


N. 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 9 


331 










30 


293 


217 


320 


298 


232 


34 


102 


306 


256 106 












31 


318 


292 


214 


311 


271 


151 


122 


35 


105 315 












32 


283 


187 


230 


28 


84 


252 


94 


282 


184 221 












33 


1 


















337 


10. 


15 


19 


20 







10 


100 


326 


227 


248 


121 


199 


305 17 




22 


23 


29 


31 


1 


170 


15 


150 


152 


172 


35 


13 


130 


289 194 




33 


34 


44 


45 


2 


255 


191 


225 


228 


258 


221 


188 


195 


265 291 




46 


51 


53 


60 


3 


214 


118 


169 


5 


50 


163 


282 


124 


229 268 




61 


67 


68 


70 


4 


321 


177 


85 


176 


75 


76 


86 


186 


175 65 




71 


73 


80 


83 


5 


313 


97 


296 


264 


281 


114 


129 


279 


94 266 




87 


89 


90 


93 
























99 


101 


106 


109 


6 


301 


314 


107 


59 


253 


171 


25 


250 


141 62 




114 


116 


118 


120 


7 


283 


134 


329 


257 


211 


88 


206 


38 


43 93 




124 


130 


132 


134 


8 


256 


201 


325 


217 


148 


132 


309 


57 


233 308 




139 


143 


151 


152 


9 


47 


133 


319 


157 


222 


198 


295 


254 


181 125 




154 


160 


161 


166 


10 


239 


31 


310 


67 


333 


297 


274 


44 


103 19 




171 


176 


177 


183 


11 


190 


215 


128 


269 


331 


277 


74 


66 


323 197 




185 


186 


194 


198 
























203 


205 


207 


213 


12 


285 


154 


192 


235 


328 


247 


111 


99 


316 127 




217 


219 


221 


223 


13 


259 


231 


288 


184 


155 


202 


335 


317 


137 22 




228 


231 


236 


238 


14 


220 


178 


95 


276 


64 


303 


334 


307 


37 33 




244 


247 


248 


250 


15 


330 


267 


311 


77 


96 


286 


164 


292 


224 218 




254 


257 


264 


266 


16 


158 


232 


298 


284 


144 


92 


246 


101 


336 : 327 




267 


269 


270 


276 


17 


237 


11 


110 


89 


216 


138 


32 


320 


167 322 




277 


284 


286 


291 
























292 


293 


303 


304 


18 


187 


185 


165 


302 


324 


207 


48 


143 


82 146 




306 


308 


314 


315 


19 


112 


109 


79 


116 


149 


142 


72 


46 


123 219 




317 


318 


322 


327 


20 


168 


332 


287 


174 


55 


213 


108 


69 


16 160 












21 


252 


161 


262 


261 


251 


151 


162 


272 


24 240 












22 


41 


73 


56 


223 


208 


58 


243 


71 


36 23 












23 


230 


278 


84 


166 


312 


87 


196 


275 


54 203 












24 


8 


80 


126 


249 


131 


299 


294 


244 


81 136 












25 


12 


120 


189 


205 


28 


280 


104 


29 


290 204 












26 


18 


180 


115 


139 


42 


83 


156 


212 


98 306 












27 


27 


270 


4 


40 


63 


293 


234 


318 


147 122 












28 


209 


68 


6 


60 


263 


271 


14 


140 


52 183 












29 


145 


102 


9 


90 


226 


238 


21 


210 


78 106 












30 


49 


153 


182 


135 


2 


20 


200 


315 


117 159 












31 


242 


61 


273 


34 


3 


30 


300 


304 


7 70 












32 


26 


260 


241 


51 


173 


45 


113 


119 


179 105 










1 


33 


39 


53 


193 


245 


91 


236 


1 







80 
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PrimitiTe Wurzeln 




N. 





1 


2 


2 


R e 
4 


8 t e 
5 


6 


7 


8 


9 


347 


2 


5 


6 


7 


8 







2 


4 


8 


16 


32 


64 


128 


256 


165 




15 


17 


18 


19 


20 


1 


330 


313 


279 


211 


75 


150 


300 


253 


159 


318 




21 


22 


23 


24 


26 


2 


289 


231 


115 


230 


113 


226 


105 


210 


73 


146 




28 


32 


37 


41 


45 


3 


292 


237 


127 


254 


161 


322 


297 


247 


147 


294 




47 


50 


51 


54 


55 


4 


241 


135 


270 


193 


39 


78 


156 


312 


277 


207 




57. 


58 


60 


62 


63 


5 


67 


134 


268 


189 


31 


62 


124 


248 


149 


298 




65 


66 


68 


69 


70 


























72 


76 


77 


78 


79 


6 


249 


151 


302 


257 


167 


334 


321 


295 


243 


139 




80 


84 


86 


88 


91 


7 


278 


209 


71 


142 


184 


221 


95 


190 


33 


66 




92 


96 


97 


98 


101 


8 


132 


264 


181 


15 


30 


60 


120 


240 


133 


266 




103 


104 


106 


111 


112 


9 


185 


23 


46 


92 


184 


21 


42 


84 


168 


336 




118 


122 


123 


125. 


128 


10 


325 


303 


259 


171 


342 


337 


327 


307 


267 


187 




134 


135 


139 


141 


142 


11 


27 


54 


108 


216 


85 


170 


340 


333 


319 


291 




145 


146 


148 


150 


151 


























153 


155 


162 


163 


164 


12 


235 


123 


246 


145 


290 


233 


119 


238 


129 


258 




165 


166 


170 


171 


174 


13 


169 


338 


329 


311 


275 


203 


59 


118 


236 


125 




175 


178 


179 


180 


186 


14 


250 


153 


306 


265 


183 


19 


38 


76 


152 


304 




187 


188 


189 


190 


191 


15 


261 


175 


3 


6 


12 


24 


48 


96 


192 


37 




193 


195 


198 


200 


203 


16 


74 


148 


296 


245 


143 


286 


225 


103 


206 


65 




204 


207 


209 


210 


211 


17 


130 


260 


173 


346: 


345 


343 


339 


331 


315 


283 




214 


215 


216 


217 


218 


























220 


221 


223 


226 


227 


18 


219 


91 


182 


17 


34 


68 


136 


272 


197 


47 




228 


230 


231 


232 


233 


19 


94 


188 


29 


58 


116 


232 


117 


234 


121 


242 




234 


237 


238 


239 


240 


20 


137 


274 


201 


55 


110 


220 


93 


186 


25 


50 




242 


245 


247 


248 


252 


21 


100 


200 


53 


106 


212 


77 


154 


308 


269 


191 




253 


254 


257 


258 


260 


22 


35 


70 


140 


280 


213 


79 


158 


316 


285 


223* 




262 


264 


265 


266 


272 


23 


99 


198 


49 


98 


196 


45 


90 


ISO 


13 


26 




273 


274 


276 


280 


283 


























286 


288 


291 


294 


295 


24 


52 


104 


208 


69 


138 


276 


205 


63 


126 


252 




298 


299 


301 


303 


304 


25 


157 


314 


281 


215 


83 


166 


332 


317 


287 


2«7 




305 


307 


308 


309 


311 


26 


107 


214 


81 


162 

• 


324 


301 


255 


163 


326 


905 




312 


313 


314 


316 


317 


27 


263 


179 


11 


22 


44 


88 


176 


5 


10 


20 




318 


320 


322: 


331 


333 


28 


40 


80 


160 


320 


293 


239 


131 


262 


177 


7 




334 


335 


336 


337 


338 


29 


14 


28 


56 


112 


224 


101 


202 


57 


114 


228 




343 


344 










































30 


109 


218 


89 


178 


9 


18 


36 


72 


144 


988 














31 


229 


111 


222 


97 


194 


41 


82 


164 


328 


309 




1 










32 


271 


195 


43 


86 


172 


344 


341 


335 


323 


299 














33 


251 


155 


310 


273 


199 


51 


102 


204 


61 


122 














34 


244 


141 


282 


217 


87 


174 


1 








349 


2 


7 


13 


18 









2 


4 


8 


16 


32 


64 


128 


256 


163 




30 


32 


33 


34 




1 


'326 


303 


257 


165 


330 


311 


273 


197 


45 


90 




40 


43 


44 


46 




2 


180 


11 


22 


44 


88 


176 


3 


6 


12 


24 




50 


54 


55 


59 




3 


48 


96 


192 


35 


70 


140 


280 


211 


73 


146 




62 


63 


•71 


72 




4 


292 


235 


121 


242 


135 


270 


191 


33 


66 


132 




74 


82 


84 


89 




5 


264 


179 


9 


18 


36 


72 


144 


288 


227 


105 
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PrimitiTe Wurzeln 



349 



353 



90 96 

105 107 

114 117 

128 129 

137 138 

149 150 

156 159 

166 172 

175 176 

184 188 

195 197 

208 209 

215 217 

229 230 

236 237 

250 252 

260 265 

277 278 

290 294 

303 306 

315 316 

331 336 



97 99 

112 113 

119 120 

132 134 

140 141 

152 154 

161 165 

173 174 

177 183 

190 193 

199 200 

211 212 

220 221 

232 235 

242 244 

253 259 

267 275 

286 287 

295 299 

307 309 

317 319 

342 347 



N. 



3 
20 
31 
48 
55 
66 



5 
24 
33 
51 
56 
69 



12 
96 
37 
52 
57 
71 



13 
27 
40 
53 
62 
74 



6 
7 
8 
9 

10 
11 

12 
13 
14 
15 
16 
17 

18 
19 
20 
21 
22 
23 

24 

25 
26 
27 

28 
29 

30 
31 
32 
33 
34 



Reste 



1 



210 71 142 284 219 

56 112 224 99 198 

108 216 83 166 332 
306 267 185 21 42 
245 141 282 215 81 
298 247 145 290 231 

126 252 155 310 271 

243 137 274 199 49 

344 339 329 309 269 

115 230 111 222 95 

147 294 239 129 258 

109 218 87 174 348: 

285 221 93 186 23 

76 152 214 259 169 

346 343 337 325 301 

69 138 276 203 57 

158 316 283 217 85 

205 61 122 244 139 

171 342 335 321 293 

255 161 322 295 241 

68 136 272 195 41 

181 13 26 52 104 

25 50 100 200 51 

123 246 143 286 223 

312 275 201 53 106 

1^3 306 263 177 5 

320 291 233 117 234 

318 287 225 101 202 

15 30 60 120 240 







14 





28. 


1 


45 


2 


54 


3 


63 


'4 


75. 


5 



3 27 81 

98 294 176 175 172 

73 219 304 206 265 

94 282 140 67 201 

34 102 306 212 283 

155 112 336 302 200 



6 



8 9 



89 178 7 14 28 

47 94 188 27 54 

315 281 213 77 154 

84 168 336 323 297 

162 324 299 249 149 

113 226 103 206 63 

193 37 74 148 296 

98 196 43 86 172 

189 29 58 116 232 

190 31 62 124 248 
167 334 319 289 229 
347 345 341 333 317 

46 92 184 19 38 

338 327 305 261 173 

253 157 314 279 209 

114 228 107 214 79 
170 340 331 313 277 
278 207 65 130 260 

237 125 250 151 302 

133 266 183 17 34 

82 164 328 307 265 

208 67 134 268 187 

102 204 59 118 236 

97 194 39 78 156 

212 75 150 300 251 

10 20 40 80 160 

119 238 127 254 159 

55 110 220 91 182 

131 262 175 1 



243 23 69 207 268 

163 136 -55 165 142 

89 267 95 285 149 

250 44 132 43 129 

143 76 228 331 287 

247 35 105 315 239 
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4. 

Über die geometrische Bedeutung der lineAren 
BedinguDgsgleichung zwischen den Co6flScienten 

einer Gleichung zweiten Grades. 

(Vom Herrn 0. Hense, Prof. an der UnWersilät zo Königsberg in Pr.) 



1. 

Wenn ti = eine lineare Gleichung ist. mit einer Variabein, fttr 
welche das geometrische Bild bekanntlich ein Punct auf einer gegebenen ge- 
raden Linie ist. so wird dieser Punct zu einem ganz bestimmten Punct, wenn 
zwischen den noch unbestimmt angenommenen Cogfficienten der Gleichung «=0 
eine lineare homogene Bedingungsgleichung Statt findet. Enthält die linefire 
Gleichung us=iO zwei Vari^heln, so weif^ man, dafs alle durch sie dargestellte 
gerade Linien durch einen und denselben Punct gehen, wenn zwischen den 
Coefficieuten in der Gleichung t / = eine lineare homogene Bedingungs- 
gleichung Statt findet. Eben so gehen alle Ebenen durch einen und denselben 
Pnnct, wenn die Coefficicnten in der Gleichung der Ebene einer homogenen 
Bedingungsgleichung genfigen. 

Wenn u=^0 die Gleichung einer Curve oder Oberfläche zweiten Grades 
bedeutet, und man setzt in derselben für die variabeln Coordinaten die Coor- 
dinalen eines bestimmten Punets, so erhält man eine lineare Bedingungsgleichung 
zwischen den Coefficieuten der Gleichung ii = 0, welche ausdrflckt, dafs alle 
Curven oder Oberflächen f/ = 0, welche der genannten Bedingungsgleichung 
genügen, durch einen und denselben Punct hindurchgehen. Diese Bedingungs- 
gleichung ist aber nicht allgemein , weil die Coefficieuten in ihr nicht von ein- 
ander unabhängig sind. Ich werde in Folgendem die geometrische Bedeutung 
einer aligemeinen linearen Bedingungsgleichnng zwischen den CoSfficienten einer 
Gleichung zweiten Grades entwickeln. 

Eine quadratische Gleichung mit einer Unbekannten: 

u = x"' -if mx -\- n = 0, 

deren Wurzeln a, b sein sollen, stellt auf einer gegebenen geraden Linie 
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zwei Poncte a, b mit den Abscissen a, h dar. Soll dieses Punctenpaur mit 
einem andern, auf gleiche Weise bezeichneten Punctenpaare a, ß derselben 
geraden Linie harmonisch sein, so mufs der Gleichung 

oft — l(a + ft)(a-f /?)+«/? = 

genflgt werden; oder, wenn man ffir a-j-ft und ab ihre Werthe setzt, der 
Gleichung 

Diese Gleichung ist nun eine allgemeine lineare zwischen den Coeficienten 
der Gleichung ti = 0, wenn man a und ß unbestimmt läfsL Daraus ergiebt 
sich folgender Satz: 

ipAUe Gleichunffen zweiten Grades mit einer Variahetn, deren Coeffi^ 
„cienten einer (fegehenen linearen Bedingungsgleichung genügen, sind 
,,die analytischen Ausdrücke von Punctenpaaren auf einer und der^ 
„selben geraden Linie, welche mit einern gegebenen Punctenpaare 
„harmonisch sind.^^ 

Jede drei solcher Punctenpaare bilden also eine Involution von 6 Puncten. 

2. 

Um die geometrische Bedeutung einer linearen Bedingungsgleichung 
zwischen den Coefficienlen der Gleichung einer Curve oder Oberfläche zweiter 
Ordnung zu ermitteln, werde ich mich eines analytischen Satzes bedienen, des- 
sen Beweis ich voranschicke. 

Es sei V eine beliebige homogene Function zweiten Grades der n Va- 
riabein 0^1, X2^ ... x^, und dann seien Vi, r,, ... die ersten und t^n, v^, ••• 
die zweiten partiellen DiCTerentialquotienten dieser Function, nach den Yariabeln 
genommen. Unter dieser Voraussetzung ist bekanntlich 

woraus ein ganzes System von n Gleichungen hervorgeht, wenn man fflr. k 
die Zahlen 1,2,... n setzt. Durcli Auflösung dieses Systems linearer 
Gleichungen nach den Variabein erhält man Gleichungen von der Form 

J.xt= »^ijtt?i4-F2ir2 4---. r„i»,, 

in denen bekanndicb Vii=:Vij^ ist, weil Vix^=:Vii, ist, und J die Determi'' 
nanle bedeutet, gebildet aus den ri^ zweiten parliellen Differentialquotienten 

11» 
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von r. Zwischen den CoCf&cienten in den beiden angegebenen Systemen hat 
man die Relationen 

welche sich wie folgt wiedergeben lassen: 

Der Aufdruck v^xx verschwindet, wenn man in seiner Eni^ 
Wickelung F^, V^^... V^^ . . . statt der Prodncteariari, x^x^^ . . • ^2^29 - • • 
setzt; und der Ausdruck v^Xj, nimmt den Wertk J an. 

Wenn nun w eine andere homogene Fonction zweiter Ordnung von 
denselben Variabein x^^ ^2, ... x^ ist und w^^ w^^ ... w^ die ersten par- 
tiellen Differentialquotienten dieser Function sin^ , so ergiebt sich aus der eben 
gemachten Bemerkung folgender Satz: 

ijDer Ausdruck v^ wi — Vi w^ verschwindet, wenn man in der Ent^- 
„Wickelung desselben Vn^ V^^ ... F22, ... statt der Producte XiX^^ 

fßX^ X2 • . i . X2 X2 ^ . • . seifst» 

3. 

Wenn n = 3 und ^-^, — ^ die Coordinalcn eines variabelh Puncis be- 

deuten, so sind 

r = 0, w = 

die Gleichungen von irgend s^wei Kegelschnitten und 

ü-^-kw = 

ist die Gleichung jedes beliebigen Kegelschnitts, der dqrch die 4 Schniltpuncte 
der beiden ersteren hindurchgeht. Da nun durch 4 Puncto drei verschie- 
dene Linienpaare gelegt werden können, so werden sich drei Werthe von l 
angeben lassen, für welche der Ausdruck v-\'lw in zwei linedre Factoren 
zerfallt. In der Voraussetzung, dafs x^^ x^^ x^ die Werthe der Variabein 
bedeuten, fflr welche jeder der beiden Factoren verschwindet, oder, mit ande- 
ren Worten, wenn ^, — die Coordinaten der Schniltpuncte des den beiden 

Factoren entsprechenden Linienpaares sind, hat man die Gleichungen: 

Vi-^-kwi = 0, 

V2'\'JiW2 = 0, 

Vi-\'lw2 = 0; 
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ans welchen sich durch Eh'mination der Variabein eine Gleichung dritten Grades 
in l ergiebt, deren Wurzeln X\ X", i!" die oben bezeichneten Werthe von l in 
dem Ausdrucke v-\-lw sind, für welche derselbe in linefire Factoren zerfallt. 
Bezeichnet man die Coordinaten des Schnitlpnncts 1 des ersten dem Werthe Ü 

entsprechenden Linienpaares durch -y, -—^ die Coordinaten des Schnittpuncts 2 

des zweiten dem Werthe V^ entsprechenden Linienpaares durch --•, -j^ etc.; 

ferner durch v\^ Wi die Ausdrflcke, in welche r^., Wi Obergehen, wenn man 
x[^ ^2 9 ^3 6tc. statt jTj, X2^ Xy setzt, so Jiat man folgende drei Systeme von 
Gleichungen : 

r;-j-i'tri = 0, r;'4-ru^;' = 0, ri"-fr'< = 0. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich leicht folgende beiden Systeme 
von Gleichungen: 

x'l <' 4- x'^ rr + x',' <' == , j-'/ < + xi; < + x'^ < = , 

<V, -f ar?'rj 4-a^3"t^i = 0, xl'V, +^'«^5 -farrw^; '=0, 

ar; r{' +^i «^i' -f-^'i t^i' = 0, x[ w'l +ar>? -f a?; fr^' = 0. 

Denn multiplicirt man das dritte System mit x'/, j?2% ^3' und addirt die Pro- 
ducle, so erhält man 

x'i 1;;" 4- xii < + x'^ rj" -f r ' {x'i wT + j?j' tt^<" -f j^;' fi^r ) = o. 

Eben so erhfilt man aus dem zweiten Systeme, wenn man mit Xi\ x"'^ x'" 
mulliph'cirt und addirt: 

x[''v\''\'x!;'v','^xTv',''\-l''{x*^'w'^rx'^^ = 0. 

Zieht man die^ eine von diesen Gleichungen von der anderen ab und bjamerkt, 
dafs identisch x'^ v'^' d- x'^ v'^' -{- x'^ v'^' = x['' v[' •{- x'^!' v'^' ^\- x'^ und eben so 
-r>r-h^;X'f+ar;'<' = <'<+^rt^2 +^r< Ist, so erhält man die 
ersten Gleichungen aus den beiden zuletzt angegebenen Systemen. Di^^e bei- 
den Gleichungen drflcken aus, dafs die Puncto 2 und 3 Aßrmonhehe Pole 
des Kegelschnitts r = und des Kegelschnitts w = sind. Die beiden Systeme 
Gleichungen sagen demnach aus, dafs je zwei von den drei Puncten 1, 2, 3 
harmonische Pole sind ; sowohl in RQcksicht auf den Kegelschnitt r = 0, wie 
in RQcksicht auf den Kegelschnitt fi^ = 0. 
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Wenn je zwei von drei Poncten harmonische Pole eioes gegebenen 
Kegelschnitts sind, so nennt man die drei Poncle «m System harmonischer 
Pole des gegebenen Kegelschnitts. Die obige UntersQchung lehrt also^ dals 
sich, wenn zwei Kegelschnitte gegeben sind, immer drei Puncte finden bsseo, 
welche ein System harmonischer Pole bilden; sowohl fOr den einen wie f&r 
den andern Kegelschnitt. Und man erhält diese drei Poncte als die Schnitt- 
puncte der drei Linienpaare, welche dnrch die 4 Schnittpuncte der beiden 
gegebenen Kegelschnitte hindurchgehen. 

Wenn man den Kegelschnitt r = als gegeben betrachtet, und liCst 
den Kegelschnitt w = variiren, so erhfilt man auf die angegebene Art alle 
möglichen Systeme harmonischer Pole des gegebenen Kegelschnitts. 

4. 

In dem ersten Systeme von Gleichungen, von welchem wir ausgingen, 
bedeutele X eine Wurzel der cubischen Gleichung und Ti, Tj, ... Wg^ w^ waren 
lineare Functionen der Coordinaten eines der drei Puncte 1, 2, 3. Elimi- 
nirt man nun k aus je zwei von diesen drei Gleichungen, so erhftlt man fol- 
gende Gleichungen dreier Kegelschnitte: 

V2Wi — rjtTj = 0, ^sWi — TitTa = 0, V1W2 — r2ti7i = 0, 

welche durch die drei Puncte 1, 2, 3 hindurchgehen. Es stellt abo die 
Gleichung 

mit den willkürlichen Constanten b^^ 62, 63, jeden beliebigen Kegelschnitt dar, 
welcher durch die Puncte 1, 2, 3 hindurchgeht. Dieselbe Gleichung wird 
aber alle möglichen Kegelschnitte darsteUen, welche durch irgend ein System 
harmonischer Pole des Kegelschnitts v = hindurchgehen, wenn man nicht 
allein fri, ^29 ^39 sondern auch die Coefficienten in der Function w variiren 
lafst. Der Ausdruck u bat nun nach dem in ($. 2.) bewiesenen Satze die 
Eigenschaft, zu verschwinden, wenn man in ihm F^, F^ statt XiXg^ ^1^29 ••• 
setzt. Wenn also 

u = 011X1X1-]- 022X2X2-]^ 033X^X3 '\'2a2iX2X3'\-2ayiX^Xi'\'2ai2XiX2 == 

die Gleichung eines Kegelschnitts ist, der durch irgend ein System harmonn* 
scher Pole des Kegelschnitts r= hindurchgeht, so findet immer die Be- 
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dingungsgleichiißg 

Statt. Sie ist eine allgemeine lineare Bedingungsgleichnng zwischen den 
Cogfficienten in der Gleichung eines Kegelschnitts ti = 0. Es läfst sich 
also sagen: 

Wenn zwischen den Coifßdenten der Gleichung eines Kegelschnitls 
eine lineare Bedingnngsgldchung Statt findet, so geht der Kegel^ 
schnitt immer durch ein Sgstern hartnonischer Pole eines andern 
durch die Bedingungsgleichung bestimmten Kegelschnitts hindurch^^ 

Es bleibt noch übrig, anzugeben , wie durch die lineare Bedingungs- 
gleichung die Gleichung r = des Kegelschnitts zu bestimmen sei, der ein 
System harmonischer Pole hat, durch welche der Kegelschnitt ti = hindurch- 
geht. Man sieht leicht, wenn man in der Bedingungsgleichung x^Xi^ XiX^^ 
x^x^^ .•• statt Hu, ^12) ^22? -•• setzt, dafs diese Gleichung in die Gleichung 
eines Kegelschnitts fibergeht, dessen reciproke Polare (in Rücksicht auf 
^i^-f ^i^ + ^s*^®)^ «' = zur Gleichung hat. 

Als eine unmittelbare Folge aus dem Satze, dafs sich durch zwei 
Systeme harmonischer Pole eines gegebenen Kegelschnitts wieder ein Kegel- 
schnitt hindurchlegen läfst (S. Bd. 20. S.292), ergiebt sich folgender Satz: 

Wenn ein Kegelschnitt durch ein System harmonischer Pole eines 
^gegebenen Kegelschnittes hindurchgeht, so hat er auf seiner Peri- 
,pherie unendlich viele Systeme harmonischer Pole des gegebenen 

Kegelschnitts.^^ 






5. 

Wenn n = 4 ist und — i, — ^, — ^ die Coordinaten eines variabeln 

Fnnctes bedeuten, so sind 

er = 0, u^ = 

die Gleichungen von irgend zwei Oberflfichen zweiter Ordnung und 

v-^-Xw = 

ist die Glelchang Jeder beliebigen Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch 
die Schnittcurve der genannten beiden Oberflächen hindurchgeht. Unter diesen 
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Oberflächen g^ebt es euch Kegel. In der Voraassetzung, dafs l der dem 
Kegel entsprechende Werth dieser Constante ist und -7^, -^^ — ^ die Coordi- 
naten der Spitze des Kegels bedeuten, hat man die Gleichungen 

V2-\-J^W2 = 0, 

v^-\-lw^ = 0; 

aus weichen sich durch Elimination der Yariabeln eine Gleichung vierten 
Grades in l ergiebt, deren Wurzeln eben den Kegeln entsprechen. Man 
findet auf diese Weise 4 Kegel zweiter Ordnung, welche durch die Schnitt- 
curve zweier Oberflachen zweiter Ordnung hindurchgehen; und die Spitzen 
von je zweien dieser Kegel sind harmonische Pole; sowohl für die eine Ober- 
fläche, wie fflr die andere. Der Beweis dieser Behauptung läfst sich leicht 
auf dem in (§. 3.) angegebenen Wege geben. 

Man nennt ein System harmonischer Pole einer Oberfläche zweiter 
Ordnung 4 Puncto, von denen je zwei harmonische Pole der Oberfläche 
sind. Demnach bilden die Spitzen 1, 2, 3, 4 der 4 Kegel ein System har- 
monischer Pole, sowohl in Rflcksicht auf die eine Oberfläche^ wie in Rflck- 
sicht auf die andere; was schon Poncelet bewiesen hat. 

Wenn man die Oberfläcb r = als gegeben betrachtet, und man Iftfst 
die Oberfläche w = (i variiren, so erhält man, indem man immer die Spitzen 
der 4 Kegel bestimmt, alle möglichen Systeme harmonischer Pole der gege- 
benen Oberfläche. 



Wenn man aus je zwei der zuletzt angegebenen Gleichungen X eli- 
minirt, so erhält man 6 Gleichungen von Oberflächen zweiter Ordnung, von 
denen jede durch die Spitzen 1, 2, 3, 4 der vier Kegel hindurchgeht. Die 
aus diesen Gleichungen zusammengesetzte Gleichung 

+ *23(«?2i^3 — «^31^2) + *24(t?2 «^4—^4 M^2) + *34 («'s tr4—r4t€?3) = O5 

mit den willhfirlicben Constanten b, stellt also jede beliebige Oberfläche zwei- 
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ter Ordnung dar, weiche durch die genannten 4 Pancte hindorcbgehf. Diese 
Gleichnng tr = wird aber aHe möglichen Oberflächen swetler Ordnung um- 
fassen, welche durch irgend ein Syslem harmonischer Pole der gegebenen 
Oberfläche r = hindurchgehen, wenn man sowohl die Constanten b, als die 
Coefficienlen in der Function w variiren läfst. Der Ausdruck u verschwindet 
nun nach C§*2.)^ wenn man in ihm Fn, V^^ etc. statt x^x^^ XiX^y ... setzt. 
Wenn also 

2ai4a?iJ?4 4'2«23^2^3 + 2«24^2^*-f 2äh^3^4 = 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung' ist, welche durch irgend ein 
System harmonischer Pole der gegebenen Oberfläche r = hindurchgeht, so 
findet immer die Gleichung 

öl. V,, + a,, V^ 4- Ä33 F33 + «44 »"44 + 2an V,, + 2a,, F« -f- 2a,, F„ + 2a,, F,, 

+ 2a24F,4+2ii34F34 = 

Statt. Da dieses eine allgemeine lineare Bedingungsgleichung zwischen den 
Coefficienlen der Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung u = ist, so 
läfst sich Folgendes sagen: 

Wenn zwischen den Coefficienten der Gleichung einer Oberflüche 
zweiter Ordnung eine lineare Bedingungsgleichung Statt findet, so 
,geht die Oberfläche durch ein Systetn harmonischer Pole einer an- 
dem durch die Bedingungsgleichung bestimmten Oberfläche zweifer 
,, Ordnung hindurch.'^ 

Um die Gleichung der zweiten Oberfläche zu bestimmen, welche ein 
System harmonischer Pole darbietet, durch welche die Oberfläche u = hin- 
durchgeht, setze ich in der Bedingungsgleichung statt ^n, a^^ ... dieProducte 
XiXi^ XiXi^ ...,. wodurch dieselbe in die Gleichung einer Oberfläche zweiter 
Ordnung übergeht, deren reciproke Polare (in Rficksicht bu( xl-^-scl-^xl-^-xl 
= 0) die Gleichung der gesuchten Oberfläche ist. 

Mit Hülfe des Satzes : dafs sich zwei Systeme harmonischer Pole einer 
und derselben Oberfläche zweiter Ordnung als die Schnittpuncte von drei Ober- 
flächen zweiter Ordnung betrachten lassen (S. Bd. 20. S. 296), wird leicht 
Folgendes bewiesen: 



j> 



9j 



y>, 



>y 



CreUe*8 Journal f. d. M. Bd. XLV. Heft 1. 



12 



•s 



90 ^- Hesse, über Gleichungen zujeiten Grades. 



99 
99 



Wenn eine Oberfläche zweier Ordnung durch ein System harmo^ 
nischer Pole einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung hindurch" 
geht, so liegen auf ihr unendlich viele Systeme harmonischer Pole 
der gegebenen Oberfläche''' 



Ich will noch bemerken, dafs jeder beliebige Punct der Oberfläche, 
welche die angegebene Eigenschaft hat, sich als ein Punct aus einem Systeme 
harmonischer Pole der gegebenen Oberfläche betrachten läfst, welche auf der 
ersteren Oberfläche liegen. 

Königsberg im Januar 1852. 
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5. 

V 

Eine Lösung der Malfattisehen Aufgabe. 

(Von dem Herrn Prof. Dr. Schellbach zu Berlin.) 



Jrlan bezeichne ' die Seiten des gegebenen Dreiecks durch a, b^ c 
und nenne die halbe Summe derselben s, bestimme dann drei Winkel q>y Xi V^> 
' deren halbe Summe o sein mag, durch die Gleichungen 

Dann finden sich die Entfernungen x, )% z der BerOhrungspuncte der drei 
gesuchten Kreise von den ihnen anliegenden Ecken A^ B, C des gegebenen 
Dreiecks durch die Gleichungen 

x = ssia^(o — (p)\ >' = *sin^(cf— /); z = 88in^(ß — tp). 

Von der Richtigkeit dieser Lösung überzeugt man sich leicht auf fol- 
gende Weise. In (Taf. II.) mögen K und L die Mittelpuncte der beiden Kreise 
sein, welche beide die Seite BC = a des gegebenen Dreiecks in den Puncten 
JET und M berflhren, so dafs also BM=y und CH=z ist. Bezeichnet 
man nun die Winkel A, B, C des Dreiecks, entsprechend, durch a^ ß, y, 
so sind 

hM = ytang^/? und KU. = 2;tang^/ 

die Halbmesser dieser Kreise. Da nun 

KL = ytang^/94'Stang^/ und HM = a — y — z 

ist, so ist 

(ymg^ß-^zlang^rf = («— r — «^)' + («tongiy — rtangj/?)' 

oder 

y-f «4-2>/(y52rtang^/3tangly) = a. 

Es ist aber 

also 

Utng^ßXang^y = 1— -2.. 
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Setzt man folglich 

1 = cos^y, also a = ^sin^y, 

so verwandelt sich die obige Gleichung in 

y '\-z-\' 2 -^(yz) cos q) = *sin^y, 
und solcher Gleichungen erhält man noch zwei, nämlich 

z-\-X'\'2^{zx)co3x = *sin^/, 
X'\-y-\-2]f{xy)cos(p= Äsin^i//. 

Die Lösung dieser drei Gleichungen gelingt auf die Weise, daTs Bian 
sich in einem Kreise, dessen Durchmesser 1 ist, ein Dreieck mit den Winkeln 

a — x, o — ip, n — (p 

vorstellt, dessen Seiten also 

sin(a— ;f), sin(a— ^), siny 

sind. Dieses Dreieck giebt die identische Gleichung 

sin^(ey— ;f)-|-sin^(a — ^)-|-2sin(a — 7)sin(a— ^/)cosy = sin^y. 

Solcher Gleichungen erhält man noch zwei fQr sin^/ und sin^i/^^ und die drei 
Gleichungen fflhren unmittelbar zu der gegebenen Lösung der Aufgabe. 

Die Construction der Berflhrungspuncte der gesuchten Kreise mit den 
Seiten des Dreiecks ist hiernach so auszuführen, dafs man Ober CF=8 einen 
Halbkreis beschreibt, auf der Seite BC = a die Seiten c=^CD und b = CE 
abträgt und in der Peripherie des Halbkreises die Puncto D', E\ B' senk- 
recht Ober Df E, B bestimmt, wodurch man die Bogen 

CB' = 2(p, fE' = 2x, CD^ = 2yj 

erhält. Macht man dann B'G = D'E' und halbirt den Bogen CG in W, 
so trifft das Loth H'H den Berflhrnngspunct H des Kreises K und der Seite 
BC. Eben so leicht ergeben sich mit Hülfe der Puncte D', E\ B' die Gröiimi 
von X und y. 

Berlin im September 1852. 
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6. 

Über die Eigenschaften der linearen Substitutionen, 

durch welche eine homogene ganze Function zweiten 

Grades, welche nur die Quadrate von vier Variabein 

enthalt, in eine Function von derselben Form 

transformirt wird. 

(Von dem Herrn O. Hesse, Professor an der Universilät zu Königsberg in Pr.) 






Wir wollen annehmen, die Coefficienten a in den. Hnearen Sub- 
stitutionen 

jr2 = «i-l'i + ^J' ^2 + ^2^^ ^3+^4*^ J?4\ 

seien so bestimmt, dafs 

(2.) *iyi + *2>2+*3r3 + *4r^ = a^x\'\- a^xl-]- a^x\^' a^xi ist. 
DiiFerentürt man dieser Annahme gemdfs die letzte Gleichung ntfch einander 
nach den unabhängigen Variabein Xi^ x^^ x^^ x^^ indem man die Gröfsen y 
als Functionen von den Variabein x betrachtet, wie sie durch die Substitu- 
tionen gegeben sind, so erhAll man: 

a^x, = ölft,yi+ «2*2X2+ öJ*3ri+ «1*4X49 

r\ 1 ;^^' ^ <*iri+ «i'*2y2+ oih^y^^ «4*4X4, 

^""'^ \a,x, =«p>*xn+«i^>*2y2+«f>*3y3+«i*^*4y4, 

a,x, =«</>*iy, + iir^&2y2+«i%y3+iir^*4y4. 

Diese Gleichungen sind als die Auflösungen der Gleichung (1.) nach 
den Variabein x zu betrachten und können als solche die Stelle der Gleichungen 
(1.) vertreten. Wenn man nun axjp|= Fj, 02X2=^ Yi, «3^j= ^i^ ^4X4= Y^; 
biyi = Xi^ ^2X2== -3^2, *3y3 = -Xs, Ä4y4 = X4 setzt, so gehen diese Glei- 
chungen in die Substitutionen 

Y= iii'jr,4-ii.r2;+<X3+<^4, 

^""'J ^ r, = a['^Ä, + 4'^X, -f aP> Jr3 + ai'^X, , 

CreUe*« Joarnal f. d. Math. Bd. XLV. Heft 2. 13 
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über, in welcShen die horizontal«! Reihen der Coifficienten den entsprechenden 
verüeslen Reihen der Coefficienten in (1.) gleich sind. Die Gleichong C^.) 
geht aber in: 

Hierdurch isL wenn man die Zahlen 1. 2^ 3, 4 darch k bezeichnet, folgender 
Lehrsalz bewiesen. 

Lehrsats 1. 

Wenn die Sub9lituti<men Xk^^'k^i^-^'i^i^-^fi^^^ii-oi*^^^ denAme-' 
dmck hiy\'\'hty\-\'h^y\-]-b^yl in ff,«J-f OjX^ -f 113X3 -f Ö4arJ verwandeln, 
so tranefarmiren die Subaütmtionen Yu=afi^^X,-Ya^^^Xr\-^^^X,-{ati!'^X^ 
den Ausdruck 

Ich fähre diesen auf der Hand liegenden Satz, der auch för eine be- 
liebige Zahl von Variabein gilt, an, nm nun aus ihm neue Sfitze abzuleiten^ 
welche nur bei vier Variabein Statt finden. 



Da die horizontalen Reihen der Coefficienten in den Gleichungen (4.) 
den entsprechenden variabeln Reihen in den Gleichungen (1.) gleich sind, so 
wird auch bei den Auflösungen der beiden Systeme Gleichungen das Nemliche 
Statt finden. Es ergeben sich daher folgende Auflösungen der Gleichungen (4.): 



(6.) 



V| «I i#, »j »4 

i-x. = «ji y.+<l r,+^± r.+^..i y.. 



welche Gleichungen man auch aus (5.) durch DilTerentiation , eben so wie die 
Gleichungen (3.) und (2.), ableiten kann. Setzt m»n die Wertlie von y|. y-j) • • • 
aus fl.) in (^3.), so ergeben sich, durch Gleichstellung der Coefficienten gleicher 
Variabein auf beiden Seilen der Gleichungen 1» folgende Ausdrücke: 
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and auf gleiche Weise aus (4. und 6.) 

Wir wollen nun untersuchen, was die Substitutionen 

uk ak aj^ ai' 

(10.) Fjk = -rir^i+nnr)"-^+"nr'^5+ jncT^« 

11 Il2 Aj llft 

geben. 

Zu diesem Ende werde bemerkt y dafs von den Bedingungsgleicbun- 
gen == ^itti n}-^ 62/72 02 -f^3^^'f^4^^i welche erfOllt werden müssen, 
wenn in dem durch die Substitutionjsn (1.) zu transformirenden Ausdrucke 
^iXi-^Äj^^-f^sys"}" ^^y* ^*® Producle der Variabein 0^1, j:2n •• • ▼erschwinden 

sollen, die eine in die andere Qbergehl, wenn man -—j^ und --j- statt a^ 



a^ 



und a^ und zugleich bi,a\a'^a[^^a[^^ statt i^ setzt. Von den Bedingungsglei* 
chungen = — ö;fli + -iii'Äi'4- — «?>i*i»> + -ai*>aj[*\ welche effttlll werden 

a^ Ol ' fl^ a^ 



2 



mfissen, wenn in dem durch (4.) zu transformirenden Ausdrucke — F/-j — Y^ 
-j — 17 -| — y^ die Producte der Variabein A^, -Xi, .., wegfallen, geht 



n, ' a^ 



ferner die eine in die andere über, wenn man -—p und — j- ^'^^' ^ ^^^ ^]i 



*H ^f* 



und zugleich — a\ai€Jia\ statt -j setzt. 

Hieraus folgt, wenn man der Kfirze wegen 

(11.) fliff';af>ar =- A,, a\^^,^, = A^ 
setzte dafs durch die Substitutionen (9. und 10.) die Ausdrücke 

(12.) h^Aty\'Y1hOtr\\h^a^yi^h^a^y\^ 

(13.) /. F? 4^^Yl^^Yl^^Yl 

in solche transformirt werden, die nur die Quadrate der neuen Variabein 
enthalten. 

Nimmt man an, der Ausdruck (12.) gebe durch die Substitutionen (9.) 
in folgenden 

(14.) c^Aix\'\' C2A2ti^'\'CiA^a\'\' c^A^wX 

13» 
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liber. so mufs nach dem aafgestellleo f^eArsaize der Ausdruck 

durch die SobstitulioneD (10.) in 

(16.) —^^.j—XHi^^J^^ 

übergeben. 

Wir haben nun zwei verschiedene Functionen der Variabein Y^^ 1^? • • •* 
welche nur die Quadrate der Yariabeln enthalten, nämlich (13. und 15.). weiche 
beide durch die Substitutionen (16.) in solche Functionen der Variabein 
Xi^ A], ••• Qbergeben^ die nur die Quadrate dieser letzteren VariabeJn ent- 
halten. Die Zahl der Bedingungsgleichungen , welche zu erfüllen sind, wenn 
dieses zutreffen soll, ist für jede dieser Functionen secAs. Nimmt man nun 
die Coöfficienten in den Substitutionen als gegeben an, betrachtet dagegen 
die 4 CoSfficienten in den Functionen (13. und 15.) in den erwähnten Be- 
dingungsgleichungen als die gesuchten Gröfsen, so hat mau dieselben linearen 
Gleichungen zur Bestimmung der Werthe der 4 Coefficienten för die eine, 
wie för die andere Function. Hieraus ist ersichtlich, dafs die entsprechenden 
Coefficienten in den beiden Functionen nur durch einen Factor M von ein- 
ander verschieden sein können. Es ist daher 

Setzt man diese Werthe von CiAi^ C2J2? ••• in (14.), so erhält man den 
Ausdruck 

(17.) ilf(-2L_^-[--^xHj^^l+lS-^)' 

in welchen der Ausdruck (12.) durch die Substitutionen (9.) fibergeht. 

Der Ausdruck (13.) geht demnach, mit Rucksicht auf den oben an- 
gegebenen Lehrsatz, durch die Substitutionen (10.) in 

(18.) .M(j^J!7+jJj-J3+»^«;*;^A7) 

Ober. Diese Bemerkungen vereinigen sich in dem folgenden Lehrsalze. 

Lehrsatz 2. 
Wenn die Suhsti/utiorien yt = a[ x^ -[- /i'/ x^ -| ^^^^3 "f ^A*^^* ^^^ Aus^ 
druck b^ y\ j- b^ >^ + ^3 >1 t ^\ y\ i^ ^i ^l "{' ^2 ^2 t ^ ^3 "f " ^* ^* verwandeln. 
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. ^0 transformiren die Substitutionen 

_ 1 , i , 1 j i 

den Ausdruck b^ A^ y\ -j- 6o A^ yl -\ b^ A^ y\ -{-b^A^ yl in 

und die Substitutionen 1\ = — p X^ -| — j- X -j — jp Xj -| — j- X^ frans- 

Hl 1^2 "3 04 * 

fonniren den Ausdruck — JT? 4 17 -J 17 -1 17 in 

Ich füge noch hinzu, dafs die Wertbe der Gröfsen A in (11.) gegeben 
sind und dafs der Factor M durch die Gleichung 

(19.) M" =44 + ^ + w. + %4 

bestimmt wird, welche man durch Vergleichung von (12. und 17.) erhält. 
Andere merkwürdige Relationen, die sich aus dem angeführten Lehrsalze ohne 
Schwierigkeit ableiten lassen, fibergehe ich, weil sie Formeln geben wQrden, 
die in der folgenden Untersuchung keine Anwendung finden. 
Es sei 

(20.) F = *i2yir2+*i3yiy3+*i4rir4T*23r2r3+^4y2r4+*Mr3y4 

eine homogene Function zweiten Grades, in welcher die Quadrate der Va- 
riabein fehlen, und welche die Eigenschaft hat, dafs sie durch die Substitu- 
tionen (1.), vermöge welcher die identische Gleichung (2.) Statt findet, in 
eine Function der Variabein Xi, 0^29 ••• von derselben Form übergeht, nflmlich in 

(21.) F = di2XiX2'\- Oi^XiXz']' auXiX^-^- a23X2^j'\' /i24^2^4'\'^34^Z^*» 

In dieser Voraussetzung hat man 

== *i2«Ja54-A,3a}a}+*Höfal+J23«2ÄbH*24fl2^4 + *34^3«Ji 

(22.) {flu = *|2(tf{fl2H«i«2*) + *i3(ö{fl3H«l«3)+^4(«{«4H«J«4^ 

+ *23(fl2fl3-j- «2«})+ *24(fl^fl4+ «2öl)4- ^l^i^W* ^ a^ 0^) y 

(23.) {bu = ^ («i öj' -f- fli' ai) + ^ («i oj + oi «i) + ^ (oj «J + a\ aj) 

IS 18 14 
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Dividirt man die Fanction F durch das Prodoct ytXtyjyA und seist 
hierauf j-^, jr,, y-j, y^ stall —,—,—,—, so erhält man die neue Function 

Xi y\ y% Ta 
(24.) * = *34riy2+ft24yiy3+*23yiy4+*uy2y34-*i3r2r4+*i2X3y4. 

Wir wollen nun untersuchen, in weiche Function diese Function übergeht, 
wenn man in derselben die Substitutionen (9.) machl. 

Es ist leicht zu sehen<i dafs in der durch (9.) transrormirlen Function 4^ 
die Quadrate der Variabein Xi^ x^^ ... vermöge der Gleichungen (31 •) weg- 
fallen. Die transformirte Function 4> hat milbin die nemliche Form wie die 
Function 4> selber, nämlich: 

(25.) <i* = A^XiX^-\^ A^^XyX^^ Ä^yXiX^-^- A^^x^x-^-^ A^x^x^-^- Att^^x^^ 
und die Goefficienlen A erhalten die Werthe 



(26.) 



+*'*(^+;iR)+*"(sR+ir^)+*«(ir^+^)» 



An = *«(s>j + ix) + ***G>; + ?^) + 



• • • • 



Diese Goefficienlen A lassen sich durch die CoeHGcienten a der transforroirten 
Function F sehr einfach ausdräcken. Um dazu zu gelangen, dienen folgende 
Betrachlungen. 

Die in (20.) angegebene Function F» welche durch die Sniistitiitionen 
(1.) in die in (21.) angegebene Function übergeht, ififist sich als eine Func« 
tion der Variabein yi, ys^ • • • oder als eine Function der Variabein x^^ x^^ . . , 
betrachten, indem die ersleren Variabein als Functionen der zweiten durch 
die Substitutionen (1.) gegeben sind, oder die zweiten Variabein als Functionen 
der enteren durch die Gleichungen (3.)' Differentiirt man die FonoUon i^ 
anter der letzteren Annahme nach den nnabhfingigen Variabein y,? y„ ..., 
so ergiebt sich 

i dP i dF . . i dF „ . l dF j , 1 aF , 



1 aF 1 aF . , 1 aF „■ i öf , t i bf , 

1 dP ^ jLSF.a>.i_±^.f^'t±dP^^.±dF^ , 
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at^ ^4 = ^') zugleich mit den oDt- 
z ar, =i: ar, = 0, x^=i. so erhftU man 



Setst man in diesen Gleichungen fflr die partiellen Differentialquotienlen ihre 
Werthe, und jr, = at, y» = aU Xi - 
sprechenden Werlhen der Variabein, Xi 

^9 



«4t «1 I St« 



^+'=^ + 



«4f« 



gji«« [ «41« 



0. 



I ^» 



J-(*3löl+*33«S+*34aI) = 



« ♦1«» I «41 «< I «4» « 



1 



« 



«f 



•3 



^4 «!«•'«. 

Mulliplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit äl^ ai^ ä^^ at^ 
so lassen sich die Theile derselben links durch Hülfe der Gleichungen (22.) 
und die Theile rechts mit Hülfe der Gleichungen (23.) auf die Weise um- 
formen, dafs 



^(*M^*«J+*2*«;«J+*«^'4) -= «»C^^;^-f^^ 



j- (A„ ^ aS + ^M "i <H + ^» ^ *»5) 






«.«, 



^(A»4«J«:+*««l'«J+*««t«J) = ««(^^;^+^^ 



f (*»«^flJ+*nfltflJ + *«'<t«^*) =- ««(^T^^+^TIT^ 



+ 



«..<« 



«.«. 



_|_ «i.öJo 



A. 









+ 



T 









)• 



Mulliplicirt mao diese Gleichungen der Reihe oach mit 



*. 



«;•.*«! 



f4 ^ 



*. 



*.< 



I« » 



so erhält man 






«J«I«i 






V «,a, ' a,a, ' 0,0, /' 
A J- LA —4-b — ~ ''»"»"U"*^« 1 "..«>? I «.»<g? ^ 



*«i + *H:^+ft«:!r = ^ 






1 1 



Mulliplicirt man endlich diese Gleichungen der Reihe nach mit -^^ -^^ 

fr. 02 

^, --7 und addirt die Producte, so giebl die Summe der Gtieder links gerade 
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den Ausdruck, welcher vorhio mit A12 bezeichnet wurde, während rechts die 
mit Hn und o» multiplicirlen Glieder wegen der Gleichungen (7.) wegfallea, 
so dafs sich 

und nach (19.) 

(27.) {. _ „„.üfi.^lifi ^L- 



findet. Hierdurch ist Folgender Lehrsatz bewiesen. 

Lehrsatz 3. 
Wenn die Svbstihttionen y^ = «'i^ari -f «t ^i -f- ojx, -f tfjx« den Äu*" 

druck *i>1 + *j>"5 4" ^sy' + **?■« »« aiJ??-f Ä,a-J-i-<ijj^ + tf43^ «luf «A«r- 
4iie« JReselben SubatiMionen den Amtdruck ^uyiX2-{~^u.Viys-{~^M>'iX'4 

*«>•»/» + *»>'»>•♦ -f*M>jy4 »« ««*iJfj + «ija^i»j + '»»*i^« + <*»*»«» 

-|-aM^i^«-l~<'M^s''4 verwandeln, »o transformiren die StibttHmtiomem 

r»=y«^»+P'Jf> + :?^3n-:?^* den Ausdruck 4Mrir» + *«yir»+*ayir« 

■* "» ■* "t 

*My»y»+*uyjy»T*My3y* »'» 

«Ol 01^04 

WO «1 ^p , *2 ^JJ 9 «3 -p , «4 j4 ^ WiMi 

^* = 4ijiijaf«{ ist. 

Die beiden ersten Lehrsitae lassen sich geomelrisch wie folgt deuten: 

Es seien 8 Puncte im Räume gegeben, in welchen sich drei Ober-» 
Bachen aweiter Ordnung schneiden. Betrachtet man irgend 4 yob dieaea 
PuDcten als die Ecken eines Tetraeders und füllet von den 4 asdeni 
Puncten Perpendikel auf die Oberflachen des Tetraeders, so mögen sich 
dieselben verhalten: 

wie m\:a!t:a!^:a[ ffir den ersten Punct, 
wie a^za'^iüjzalll fQr den aweiten Punct, 
wie ifi : 1^ : 1^ : oj fQr den dritten Punct, 
wie «1 : «2 : 1^ : o! füf den vierten Punct. 
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Bestimmt man dann 4 neue Pancfe, deren senkrechte AbsMnde von den 
Seitenflächen des Tetraeders sich 

wie a[iali:äxi a\ fflr den ersten Panct, 
wie i4 • ^' • ^ • ^2 fflr den sweiten Pnnct, 
wie a'^ia'^ iai:a\ fOr den dritten Punct, 
wie a\ : a'i : a\ : ot fflr den vierten Pnnct 

verhallen«, so schneiden sich in diesen 4 Puncten and in den vier Ecken 
des Tetraeders auch drei Oberflächen zweiter Ordnung. 

Der zweite Lehrsatz giebt folgenden geometrischen Satz, unter den 
Yoranssetzungen des eben genannten Satzes: 

Die 4 Puncte, deren senkrechte Abstände von den Seitenflächen des 
TelraSders sich 



wie 



wie 



wie 



wie 



tili 



//, 






ri, 



■'«; 


'o; 


1 


1 


1 




i 
'< 





<: 
i 



für den ersten Punct, 
fflr den zweiten Punct, 
fflr den dritten Punct, 



:~i- für den vierten Punct 



verhalten, und die vier Ecken des Tetraeders, sind die Schnittpuncte von 
drei Oberflächen zweiter Ordnung. 

Auf den dritten Lehrsatz werde ich Gelegenbeil haben bei meinen Ober 
die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung angestellten Untersuchungen 
zurflckzukommen. 

Königsberg im April 1851. 
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7. 

Über die Reduction doppelter Integrale 

auf Quadraturen. 

(Von Herrn Dr. A. Winchler, Grofsherzoglich-Badischem Ingenieur zu Carlsruhe.) 



31 acbdem Euler, Laplace u. A. die Wertbe vieler, auf gewisse Grensea 
ausgedehnten Integrale ermittelt hatten, deren Darstellung in geschlossener 
Form nur zwischen jenen Grenzen möglich ist, und welche sowohl durch ihre 
besondere Wichtigkeit, als durch das EigenthQmliche ihrer Herleitung weitere 
Forschungen zur Folge hatten, bildete sich nach und nach ein eigener Zweig 
der Integralgleichung, die Theorie der bestimmten Integrale, die jetzt fSr 
allA Theile der Analysis unentbehrlich ist. 

Piese Theorie beschfiftigt sich zumeist nur mit den einfachen Integralen 
(Quadraturen), obgleich sie in eben so häufige als unvermeidliche Berfibrong 
mit den Zivei-- und mehrfachen Integralen kommt. 

Die Zahl der mehrfachen bestimmten Integrale, deren Werth vollständig 
ermittelt oder auf Quadraturen zurQckgefQhrt wurde, insofern keine der ver- 
langten Integrationen unbestimmt oder zwischen andern als den gegebenen 
Grenzen sich ausführen läfst, ist bis jetzt verbaltnifsroSfsig gering. 

Solche Integrale lassen sich zwar, auch wenn ihre Grenzen verln- 
derlich sind, auf eine Reihe von einander unabhängiger Quadrataren (mit con« 
stanten Grenzen) reduciren , aber meistens ohne Gewinn, weil durch die üjn«- 
gestaltung die Function unter dem Integralzeichen häufig verwickelter wird. 

Man erdachte daher andere Methoden der Transformation. Die wesent- 
lichsten derselben mögen hier, als zur Sache gehörig, kurz zusammengestellt 
werden. 

1. 

Die allgemeine Formel für die Transformation doppelter Integrale rOhrl 
von Euler her. Durch eine passende Wahl der Relationen zwischen den 
alten und neuen Veränderlichen sind zuweilen die beiden Integrationen, oder 
wenigstens eine derselben, unbestimmt ausfahrbar. 

Es seien nämlich x und y die Veränderlichen, welche durch iwei 
andere u und v ersetzt werden sollen, so dafs 
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ist. Dann ist 

Wie bekannt dehnte Jacobi diese Transformation auf nfache Integrale ans« 

Sie Isfst sich, wie ebenfalls bekannt, auch geometrisch ableiten, indem 
man sich einen, dnrch die Inlegrations- Grenzen nfiher bestimmten ebenen 
Raum* in Elemente gelegt vorstellt, welche von vier krummen Linien begrenst 
sind, deren Gestalt dorch die Functionen (p und gegeben ist, während f die 
Dichtigkeit im Puncte x, y einer aber jenen Raum verbreitet angenommenen 
Masse bedeutet. 

Die obige Gleichung giebt unmittelbar die äblichen allgemeinen Formeln 
ffir die Transformation doppelter Integrale. In specielleren Fällen ist ihr 
Nutzen von der Ermittlung einer Relation zwischen den alten und neuen Ver- 
inderlichen abhängig; welches ein integrables Differential giebt; aber selbst 
wenn eine solche Relation gefunden ist, bleiben noch die Grenzbedingungen 
zu berflcksichtigen , welche sich nicht selten in demselben Maafse compliciren, 
wie der Ausdruck selbst, unter dem Integralzeichen, einfacher wird. 

2. 
Wenn man, statt eine der beiden Veränderlichen durch neue zu ersetzen, 
eine nach der andern eliminirt und 

X = (p{z,y) 
setzt, darauf z und x als unabhängig von y und nur y als Function von z 
betrachtet, so ist 

dx = r^dz, 
dz 

folglich 

ffnx, y)dxdy= ffm, r) ^ dy dz. 
Setzt man ferner. 

y = Ä(ir), dy = j^^dw, 

so ergiebt sich 

welche Gleichung sich Obrigens auch aus der allgemeinen Formel unmittelbar 

finden läfstc 

14» 
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Das Verfahren ist auch auf mehrfache Integrale anwendbar. Sind die 
Grenzbedingangen durch sogenannte Ungleichheiten gegeben, so ist es meistens 
nicht schwer, die Umwandlangen anzugeben, welche sie nach und nach erleiden. 
Die sehr wichtigen Anwendungen dieses Verfahrens sind bekannt 

3. 
Nach einer andern Methode ersetzt man einen Bestandtheil der Function 
unter dem Integralzeichen durch ein bestimmtes Integral, oder multiplicirt das 
mehrfache Integral mit einem bestimmten Integrale, welches ffir alle Werthe 
der darin vorkommenden Gröfsen der Einheit dasselbe ist. Dies ist auch 
fflr die Ausfahrung von Quadraturen ein sehr wirksames Mittel. Bezeichnet 
ip\t,x,y, ...) eine Function, für welche 

a 

ist, so ist u eine Function von x, y, ... und man erhält 

a 

Durch eine passende Wahl der Function (p Ififst sich das neue Integral, zumal 
wenn alle Grenzen constant sind, öfter leichter finden oder reduciren, als 
das gegebeueä 

Von der Anwendung auf Quadraturen nur das folgende Beispiel. 
Es sei k eine zwischen — 1 und -|~1 Hegende Constante und 

/"log(*cosa;+l)^, 



SO ergiebt sich, wenn man erwägt, dafs 

log(tcosj:+i) /* * dt 

cosj: •/ lcosx+1 



ist, statt des einfachen ein doppeltes Integral, welches durch Umkehrung der 
Integrationsfolge in 



übergeht. Es findet sich also 

/°log(&cosar+l)3^ = 2/*7(i^arclang(|/(i^).t«ngifl). 

Setzt man hierin nach einander j^n und n statt a^ so ergiebt sich 



CüSX-l-l 
' 
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y 'log(*cosar+l)^^ = Kl«' — («"cosÄ)»), 

/ log(A:cosa?-f 1) — ^ = ^arcsinA; 

woraus sich weitere Resallale ableiten lassen. 

4. 
Bezieht sich ein Doppel-Integral auf alle negotiven und positiven Wertbe 
von X und y^ welche der in Form der Ungleichheit 

a<:e{x,Y)<:b 

gegebenen Grenzbedingung entsprechen, so lassen sich daraus die Grenzen 
der beiden Integralionen ableiten und man erhält 

ffnx, Y)dxdy = f'dxf^'-yix, y) dy. 

Nun läfst sich im Allgemeinen jedes Doppel - Integral immer in vier 
andere zerlegen, in welchen Null die untere Grenze ist und deren eines unter 
der ihnen gemeinschaftlichen Form 

• 

betrachtet werden möge. Wie früher bemerkt, lassen sich die Grenzen leicht 
in constante verwandeln. Setzt man nämlich 

und betrachtet y und % als gleichzeitig veränderliche, von x unabhängige 
Gröfsen, so ist 

und 

/^dxfy(x,y)dy ^/^xi^)dxf'rix,zxix)^dz; 

• • 

wobei im Allgemeinen die Integrationsordnung willkflrlich ist. Es lassen sich 
jedoch, wie bekannt, noch in anderer Weise dem Integrale constante Gren- 
zen geben. 

Auf Doppel-Integrale hat man auch noch folgendes Verfahren angewendet. 

Statt von dem Integrale 

^ ='/'^/^yi^^y)^y^ 

o o 

in welchem, der Allgemeinheit unbeschadet, 1 statt S gesetzt ist, wollen wir 
▼on dem folgenden: 



/"^''Vc^, y) dx J^fil^rix,x{f, X)-) . dx. 
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aosgeben, welches sich von dem erstem dadurch anlerscheidet, dafs in /(^) 
noch eine Gröfse t angenommen wird, deren nähere Beslimmnng vorbe- 
halten bleibt. 

Differenliirt man U nach t, so erhfilt man 

JU 

dt ^ 

Ist nun, wie man annehmen möge, 

und integrirt man wieder nach t, so ergiebt sich 

U =yi/y*V(^.;c('.^))-^^rf^+Const. 

o 

Ist ferner, wie weiter angenommen werden möge, 

;:(l,a?) = xW^ 
so erhall man 

ü =^ u, wenn / = 1 , 
U = 0, wenn t = 0. 

Das unbestimmte Integral U zwischen den Grenzen und 1 genommen, giebt 
also ti, und es ist: 

f'dxf'""f{x,y)dY =f'dtff(x,x(t,x)y^^ . dx. 
• • • • 

Die hierbei vorausgesetzten Gleichungen 

finden Statt, z.B. fflr 

X{x) = cos in, Xi*>x) = cos in- y, 

mIVI .^ 4 A«fM ^_ ^"^ 

u, s. f. 

5. 
Die schönste und erfolgreichste aller Methoden rflhrt von L^eutu 
Dhrichlet, meinem verehrten Lehrer, her. Sie beruht, wie eine der frflhereo^ 
ebenfalls auf der Einffibrung eines Factors in Integralform, dessen Werth 
der Einheit gleich ist, bezweckt aber nicht sowohl eine Umgestaltung der sa 
integrirenden Function, als vielmehr die völlige Befreiung von den GroDsbe- 
dingungen, und die Herstellung der Grenzen und oo oder'^^oound -|"^ 
s wischen weldien genommen dieWerthe vieler Integrale bekannt sind. Dies 
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wird darcb.die sinnreiche Anwendung einer Fonction erreicht, welche so 
lange = 1 bleibt, als noch die Veränderlichen x, y, z, . . . den Grenzbe- 
dingnngen entsprechen, und welche verschwindet, wenn dies nicht mehr der 
Fall ist, das Integral also keine weiteren Elemente mehr in sich anfnehmen 
soll. Diese Function, vermöge jener Eigenschaften eine discontinmrliche, 
kann verschiedene Formen haben. Die einfachste derselben wird durch das 
Integral 

2 /**sinf 

—J -T- COS («0 dt 



dargestellt, welches in der That so lange den Werth -fl behält, als a 
swischen — 1 und -{- 1 liegt, und wird, wenn a diese Grenzen überschreitet. 
Sind also die Grenzen eines mehrfachen Integrals 

//• • 'fi^^Xß^* • • *)dxdydz . . . 

durch die Ungleichheit 

a < 0{x, y,z, ...)<: b 
gegeben, werden aufserdem alle denselben entsprechenden, negativen und po- 
sitiven Werthe der Veränderlichen zugelassen, und erwägt man, dafs jene 
Ungleichheit in die folgende: 

i(« + *)-i(*-«)<ö(ir.«^...0<l(a+ft)+4(*-a) 

sich verwandeln läfst, so hat man 

b — a * 

Da man nun, nach Hinzufägung des oben gedachten Factors, die Integration 
Aber alle möglichen Werthe sich erstrecken lassen darf, so ist 

//• • 'f{^iy>^i • • ')dxdydz.. . 
"^irj ^^J J *•• •A^^y>«^^---)cos( — ^^^-^^^t^dxdydz..^ 



Die wichtigen Resultate, welche die Anwendung dieses Verfahrens bisher 
lieferte, mflssen als bekannt vorausgesetzt werden. 

6. 
Man hat zur umfassendem Anwendung der Idee des discontinnirlichen 
Factors die jPotirtVr'scben Integrale herbMgezogen, um noch Aber eine will- 
kflrliche, a(>er stetig bleibende Function, welche jener Factor enthält, ver- 
ffigen zu können. Hierdurch wird in manchen Fällen, anfser der Wegschafftang 
derGrenzbedingongen, indem man die willkfirtiche Function pasdend auswählt, 
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noch eine Umgeslaltung, resp. Yereinfachnng des Aosdrocks unter dem Integral- 
seichen erzielt. 

Nach der Theorie der J^burtarschen Integrale ist nimlich 

-—/ cos{tu)duJ y(r)cos(«r)rfr = y(/), wenn a<*<*> 

O a 

= 0, wenn t<Za oder />*. 

Vermöge dieser Eigenschaften kann man die Grenzbedingungen wegsehaffeD, 
welche durch die Ungleichheiten 

gegehen sind. Setzt man nfimlich 0{x, y,^,.* •) an die Stelle von t, so ist, 
▼oraasgesetzt, dafs das Integral, nm dessen Ermittelung es sich handelt, auf 
alle negativen und positiven Werthe der Yerflnderlichen sich erstrecken soU, 
welche der Grenzbedingung entsprechen: 

jT...f{x,y,...)dxdy... 

== ^f^dufUtif^ "dxf^^dy.. . £^gpily (p)cos(ttÄ)cos(w). 

Hier ist (p die stetige, sonst aber willkfirliche Function. Diese Formel wiri 
insbesondere dann von Nutzen sein , wenn in f{x, y, ...) die YerAnderliehen 
in derselben Verbindung mit einander stehen wie in 0{T,y,...)^ so dafs sich 
durch die nähere Bestimmung von ip der Bruch 

f[x,y,...) 

9(9) 

möglichst vereinfachen Isfst. Fflr ^(r)=:l erhtlt man die frflhere Formel wieder« 

7. 

Dies sind die wesentlichsten der mir bekannten Metboden, welche zur 
Reduclion mehrfacher Integrale benutzt wurden. Diejenigen, welche Bor in 
einzelnen Ffillen anwendbar sind und deren es mehrere giebt, mögen hier 
unberflhrt bleiben. 

Die Hflifsmittel der Integralrechnung, als einer noch so neuen ITVIssen- 
schaft, sind im Hinblicke auf die Reichhaltigkeit ihrer Probleme nicht selir 
zahlreich. Es dflrfen daher die Dienste nicht unbeachtet bleiben, welche aaden 
Theile der Mathematik gewähren, wenn sie entweder wesentlich neoe HtfÜH» 
mittel darbieten, oder doch schneller als der rein analytische Weg zum Zitle 
fahren. Lagranye sagt in seinen Vorlesungen (Seances dee /coles normmIm, 
T. 4"^'): Toni i/ue Calgehre et la geometrie ont eti sepüTÜ^ leunprogrdB 
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ont Sie' lenls et Uurs usaye bornes; mais iorsque ces deux sciences se 
»ofU reunies, ellee se sont prete'es des forces mutuelles et ont marche 
ensemble d^un pas rapide vers ta perfection. 

Dies scheint in demselben Maarse auch von der Verbindung der Inte- 
gralrechnung mit der Geometrie zu gelten. Zwar benutzte man vielfach die 
erstere zur Lösung von Aufgaben der letztem, aber nicht eben so umfassend 
war das Umgekehrte der Fall. 

Zwar hält man bei der Darstellung rein mathematischer Discipllnen 
nicht mit Unrecht darauf, dafs die Einmischung geometrischer Betrachtungen 
unterbleibe, aber es darf die Trennung nicht bis dahin gehen, wo es sich 
nicht sowohl um die Darstellung des Bekannten, als vielmehr um die Ermittlung 
von Neuem handelt. 

8. 
Der Nutzen und das eigenthümliche Interesse, welche der Gebrauch 
der Geometrie in der Theorie der bestimmten Integrale hat, sind übrigens 
schon in manchen Fällen erkannt worden. Man erinnere sich in dieser Be- 
ziehung nur an das sinnreiche Verfahren, durch welches Cauchy den Werth 
des Integrals 



f 



fand; an den Erfolg, mit welchem sich Lame der sogenannten elliptischen 
Coordinaten bediente, und an in die interessanten Herleitungen, durch welche 
Cataian, Chasles, Lobatto und Terquem dieWerthe mehrerer Doppel -Inte- 
grale fanden und insbesondere dasjenige auf Quadraturen reducirten, welches 
sich auf die Complanation des dreiaxigen Ellipsoids bezieht Das geometrische 
Verfahren scheint also in der That nicht nur fruchtbar, sondern auch von 
ausgezeichneten Analytikern als legitim erkannt zu sein. 

9. 

Zu dem oben angezogenen Beispiel möge noch die Bemerkung Platz 
finden, dafs ein Verfahren, welches von demjenigen etwas verschieden ist, 
durch welches Cauchy das oben angefahrte Integral fand, zu einer bemerkens- 
werthen Darstellung desselben führt, wenn die obere Grenze nicht oo, sondern 
eine beliebige Gröfse ^ ist. 

Stellt man sich nümlich vor, es handle sich um die Ermittlung des 
Doppel - Integrals 

CreUe's Journal f. d. M. Bd. XLV. Heft %. 15 



110 7. Winekler, über doppelte Integrak. 



so Stellt dies offenbar einen Tbeii des Volumens einer Rotationsfläche dar, 
dessen Basis ein Rechteck und deren dritte Ordinate 

Ist. Dm dieses Volumen auf andere Art zu finden, lege man durch den An- 
fau^spunct der Coordinaten eine, gerade Linie, welche mit der Axe der x den 
Winkel fi bildet. Dann entsteht , wenn man fi um dfJL ändert und mit den 
Radien r und r-f^r Kreisbogen beschreibt, ein Element des Sectors, dessen 
Tnlialt ^=z rdrdfi ist; und da ar^-|-jr^=r^ ist, so wird das entsprechende 
prismatische Element durch 

ausgedrückt. Wenn man also nach r zwischen und S sec fi integrirt, so 
ergiebt sich für den körperlichen Sector: 



Dieser Ausdruck, nach fi zwischen und ^:;i integrirt und doppelt genommen, 
giebt für das ganze Volumen 



Daraus erhält man die Gleichung 

• 

FQhrl man nun eine neue Veränderliche t statt fi ein, fOr welche 

tang|tt «r j 
ist, so erhält man auch 

• ^ * • 

Dieser Ausdruck, mit der bekannten Formel 

• 

verglichen, führt zu der Relation 

Zerlegt man das Volumen in cylinderische Schichten, deren Axe mit der 



r\ 
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z Axe zusatQineofälit, so erhält man 

I „, - /(. . «... ^ r^y^ 



J e-^'dx = ^\^n{\-e-^^')-2f V^Varc cos -Irfr}. 



o $ 



Diese Gleichung (freilich weniger einfach) läfst sich aach aus der zuerst ge- 
fundenen ableiten. 

10. 

Nach diesen Vorbemerkungen wende ich mich nun zur nähern Be- 
zeichnung des Problems, mit dessen Lösung sich die folgenden Artikel be- 
schäfligen werden. Dasselbe bezieht sich auf die Reduction der zwischen 
veränderlichen und constanten Grenzen genommenen Doppel^ InUyrale be- 
liebiger, nur nach ihrem Argument näher bestimmter Functionen auf einfache 
Integrale. Der Gegenstand findet sich bei Wehem nicht, besonders in den 
LehrbOchern, mit eben der AusfQhrlichkeit bearbeitet, wie die Entwicklung 
einfacher Integrale. Es dürfte daher die Aufgabe nicht ganz undankbar sein. 

Die zur Lösung anzuwendenden Hölfsmittel entspringen aus der Mannig- 
faltigkeit der Arten, einen gegebenen Raum zu theilen oder in seine Elemente 
zu zerlegen. Das Verfahren wird sich aus der Anwendung auf die einzelnen 
Fälle erkennen lassen. 

Die Resultate, welche, soviel mir bekannt, fast insgesammt neu sind, 
lassen sich zwar auch auf rein analytischem Wege erlangen, aber nicht so 
einfach wie hier. Den Werlh einer Methode schätzt man gewöbnlich nach 
ihrem Nutzen in einzelnen Fällen. Hat nun auch in dem Folgenden, indem ein- 
zelne Fälle vollständig erledigt wurden, das Verfahren nicht überall denselben 
Erfolg, so ist doch nicht zu übersehen, dafs Ähnliches auch bei allen andern 
Methoden der Fall ist Indessen wird sich zeigen, dafs es. zur Entwickelung 
in Reihen sichere Anhaltpuncte für die Ermittlung der Grenzen der Quadra- 
turen giebt, aus welchen sich das Doppel- Integral zusammensetzen läfst. 

11. 
Wie bemerkt, lassen sich im Allgemeinen alle Doppel «Integrale in 

Ausdrücke von der Form 

'5 



f dxf^''^f{x,y)dy 



zerlegen, wo xip) ^>Q^ gegebene Function von x, oder coostanl ist. 

Ein Doppel -Integral läfst sich als den Ausdruck des Volumene eines 
Körpers betrachten, welcher von einer Oberfläche, deren Ordinaten =^f{x,y) 

15* 
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sind, begrenzt wird und welcher eine Figur sar Basis hat, die von den Axen 
X und y, von der Ordinate x{^ ^^^ ^on der Cnrve, deren Gleichung 

ist, begrenzt wird. 

Sowohl die Oberfläche (also die Function f(x,y)^^ als auch die Curve, 
resp. die Function xi^)^ nehme man hier, wo es zunächst nur auf die Er- 
mittiung im Allgemeinen gfilliger Reductionsforroeln ankommt, durchgehends als 
endlich und eteliff an und , wo in Folge der Mehrförmigkeit dieser Functionen 
besondere Betrachtungen nölhig sind, auch als einförmig, so weit sich die 
Integration erstreckt, und überlasse das Übrige, wo diese Hypothesen nicht 
Statt finden, besondern Untersuchungen. Auch nehme man an, dafs für alle 
in dem Räume der Curve y = ;f(.t') liegenden Puncto die Function fix^y) 
reell sei. 

Wenn die Function für Werthe von x und yy welche in den Umfang 
der Integration fallen, ihr Zeichen ändert, also die begrenzende krumme Ober- 
fläche die xy Ebene schneidet und ein Theil des Raums unterhalb dieser 
Ebene liegt, so sehe man ihn als einen negativen Theil des Volumens an, 
damit dasselbe als der vollständige Ausdruck des Doppel -Integrals betrachtet 
werden könne. 

12. 

Unter Beobachtung gewisser Regeln darf man, sowohl wenn x(^) v^^* 
änderlich, als wenn es constant ist, die Aufeinanderfolge der Integrationen 
des bezeichneten Doppel - Integrals urnkehref^. Dies vor Allem soll gezeigt 
werden. 

Die Elemente des Raums (Taf. III. Fig. l.)? deren irgend eines 
=^f{x,y)dxdy ist, lassen sich nämlich in Schiebten, parallel sowohl mit der xz 
als mit der yz Ebene anordnen; und jeder solcher Anordnung entspricht eine 
andere Integralionsfolge. Wird zuerst nach y integrirt, so erhält man die 
Summe der auf unendlich schmalen, mit der Axe der y parallelen Rechtecken 
stehenden Räume. Integrirt man dagegen zuerst nach x, so entspricht dieser 
Ordnung eine Theilung der Basis in unendlich schmale Rechtecke parallel mit 
der X Axe und eine Zerlegung derselben in ein Rechteck und in ein von 
der gegebenen Curve begrenztes Dreieck. Die auf diesen beiden Figuren 
stehenden Räume werden also durch zwei Integrale dargestellt, bei welchen 
die Integrationsfolgc die umgehrteder gegebenen und deren Summe dem Doppel- 
Integrale gleich ist. Diese Integrale sind 
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Wenn man nun aus der Gleichung y=;i;(ar} 

X — y/(y) 
ableitet, so erlialt man die folgende bemerkenswerthe Gleichung: 

/'dx/''y(x,y)dy=./''%/'r(T,y)dx-/=^%/^'^^^^^^ 

Einige Beispiele mögen den Gebrauch und die Bedeutung dieser Gleichung 
näher zeigen. 

13. 
l^ Es sei x{^) = V constant, so ergiebt sich 

y dxj'^f{x,y)dy = J'^dyJ f{x,y)dx; 



welche Gleichung einen bekannten Satz ausspricht. 

2^ Es sei f(x,y) = i^ so ergiebt sich unmittelbar 

f\{,x)dx = lx{r)-p'^\{r)Ar; 

;|f(0) 

welches das Verfahren der sogenannten theilweisen Integration ist. 
3^ Für 

f{x,y) = x-F{y) 
findet man 

' ' /(O) 

und wenn m = ist, 

pdxf'^'"F{y)dy = §f^F(y)dy-/''''F(y)y,(y)dy. 

• /(O) 

Die analytische Herleitung dieser Formel ist der Gegenstand einer Ab- 
handlung des Herrn Prof. Schiömilch, in welcher er dieselbe zuerst mittheilte. 
4^ Auf gleiche Weise findet man 

O ' 

= arctangf. /*^^ F{y)dy—f^^^F{y)Brctangtp{y)dy. 

;^(0) 

b"". Wir wollen noch des besondern Falles erwähnen, wenn die obere 
Grenze x(^) ^^ beschaffen ist, dafs 

X{0) = 
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wird. Daon hat man 

PO y;Cy) 

Um aacb hier ein Beispiel zu geben, setze man 

nx vi = (x-V>(y))"-'(|-x)-' f.. . 
T\*iJJ — (I— VW)""*"""* 

und eliminire o; darch «ine neue Veränderliche /, fQr welche 

ist Da nun 

/•" <"-' rf< __ Aw) r(n) 

y (1-1-1)-.+- i>rpö~ 

ist, so erhält man die bemerkenswerthe Gleichung 

Specialisirt man noch weiter und setzt 

X(x) = X also V^Cy) = y, 
nt-f n SS 1 und 0<Cw<l, 
so folgt 

Diese Formel fand zuerst Abei. (S. dieses Journal I. Band.) 
6^ Ebenfalls unter der Annahme ;((0) = setze man 

transformire unter der Voraussetzung — 1 <; n *< -f 1 , wie oben durch 
Gröfse t und bemerke, dafs 

y FTZT* — i^tang(4n7r) 

o 

ist. Dies giebl die Formel 

Specialisirt man auch hier noch weiter und setzt 

X{x) = X, also V'(y) = Y> 



> 
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so ergiebt sich 

7^ Wenn in der allgemeinen Formel xi^) so beschaffen ist, dafs 



SO ist 



fdxp''^'nx^y)dr ^f^''''äyf^^'nx.y)dx. 



ü- s. f. 



14. 

Wenn in den, fOr die Umkehraog der lolegrationsfolge gefandenen Formeln 
nach einer der beiden Veränderlichen die Integralion ausgefflbrt werden kann, 
so sind sie zugleich Reductions - Formeln. Dies wird aber, im Allgemeinen, 
njir dann der Fall sein, wenn die Characteristik f der Function unter dem 
Integralzeichen näher bestimmt ist. Durch solche Bestimmung wOrde jedoch 
die Allgemeinheit, nach welcher hier vor Allem gestrebt wird, fast ganz ver- 
loren gehen. Ich habe deshalb in dem Folgenden einen Weg eingeschlagen, 
auf welchem die Reduction ohne Spezialisirung des Funclionenzeichens, ja 
selbst für die volle Allgemeinheit der obern Grenze x^^) gelingt, wenn nur 
die Art und Weise, wie x und y zusammen in der Function auftreten, also 
das Argument derselben, gegeben ist. Dafs jedoch auch hierbei nicht von der 
voilstdndi^en Lösung aller derartigen Aufgaben die Rede sein könne, ver- 
steht sich. 

Noch ist zu bemerken, dafs bei der vollständigen Lösung der^ Aufgabe 
die Reduction des Doppel -Integrals auf ein algebraisches Problem, nämlich 
auf die Auflösung einer gewissen Gleichung, zurOckgefOhrt wird. Wir kommen 
zur Sache. 

15. 

Mimart man an, es sei zwischen den Gröfsen x, y, z, deren letzte 
das Argument der Function anter dem Doppel -Integrale bezeichnen möge, 
eine Gleichung gegeben, so stellt der Zusammenhang derjenigen Werthe von 
X und y, fflr welche z constant bleibt, offenbar eine krumme Linie in der 
xy Ebene dar, über welcher die Ordinate f{z) der krummen Fläche, die das 
(§.11.) bezeichnete Volumen begrenzt, unveränderlich bleibt. Läfst man den 
Parameter z alle möglichen Werthe annehmen, so wird die Gesammtheit der 
daraus entstehenden Cnrven jene Beziehung der Gröfsen x, y^ z unter sich 
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reprftsentiren. Irgend zwei dieser Carven, welclie unmittelbar aof 
folgen und fflr welche die Wertbe von z nar um beliebig wenig von einander 
verschieden sind^ schliefsen mit einander einen schmalen Streifen ein, welcher 
als Basis einer cylinderischen Schale betrachtet werden kann, deren Höhe 

= A«) ist. 

Zwei einander am nächsten liegende Elemente jener Corven sind parallel; 

oder vielmehr, wenn irgend zwei Curven , welche von den Parametern z und 

Z abhangen, sich schneiden und aus der kleinen Änderung dieser Parameter 

zwei weitere, sich schneidende Curven entstehen, so ist die von allen vier 

Curven eingeschlossene Figur ein Parallelogramm. Der Beweis hiervon ist 

auf bekannte Weise leicht, und darf also flbergangen werden. 

16. 
Hieraus ergiebt sich nun der Ausdruck fQr das aus zwei solchen Curven 
und zwei mit der y Axe parallelen geraden Linien gebildete Element des oben 
bezeichneten Streifens. Derselbe ist 

= (^)<^ 

und also der des Fiächenstreifens zwischen zwei Curven: 

Die Grenzen dieses Integrals ergeben sich aus den Curven, nach welchen 
eine mit xy parallele Ebene die krumme Fläche in ihren auf einander fol- 
genden Lagen schneidet Man mnfs zu dem Ende den successiven Verlauf 
dieser Curven untersuchen. Aus den Durchschnitlspuncten ihrer Projection 
auf die xy Ebene mit der Curve r = x{^) ""^ ^^^ Axen der x und y, 
werden alsdann jene Grenzen abgeleitet 

Weiter erhält man fOr das Volumen- Element den Ausdruck 

f(z)ds, 
also für die Summe dieser Elemente: 

/A«)rf^/(|)rfr + Con8t.j; 

WOZU abermals eine Constante kommt 

Auf ganz gleiche Weise findet man für diese Summe auch noch den 
Ausdruck 

Wir werden uns jedoch an den ersteren halten. 
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Es ist kaum Döthigr, zu bemerken, dars diese Transformation des Doppel- 
Integrals mit der in (§. 2.) erwähnten susammenfallt. Nur in Rflcksicht auf 
die Grenzen der Integration nach z ist noch Einiges zu erinnern« 

Der wesentlichste Dienst, welchen die geometrische Repräsentation 
leistet, besteht in der erleichterten Bestimtnung der Grenzen, Wenn hierbei, 
namentlich in Hinsicht auf z, noch einige Aufmerksamkeit nöthig ist, so be- 
trifft sie die Zeichenbestimmung. 

Werden unter diesen oder jenen, sich nicht widersprechenden An- 
nahmen die Zeichen und, wenn es nöthig, auch die Werthe der in z vorkom- 
menden Constanten und die Lage und Gestalt der Curven und Flächen bestimmt; 
wird also« wie man sagt, ein Normalfall fixirt und danach der Werth des 
Doppel -Integrals festgesetzt: so gilt dieser Fall, in der Regel, auch fQr alle 
andern Fälle, sobald die früheren Voraussetzungen Statt finden. 

Aus dem Normalfall wird sich ergeben, nach welcher Richtung hin 
die Ordinate z einer zweiten krummen Fläche, welche mit derjenigen, deren 
Ordinate /"(sr) ist, im Zusammenhange steht, wächst oder abnimmt, also welches 
Zeichen dz bekommt, wenn dx und dy posiliv sind. Daraus wird man ferner 
finden, ob ds und dz gleiche, oder entgegengesetzte Zeichen haben, und wie 
man die Grenzen nehmen mufs, um, abgesehen von dem Zeichen von f{z\ 
die positive Summe der Elemente zu finden. Die Curve y*=;f(ar) sehen 
wir als in dem Räume der positiven Halb-Axen liegend an. 

Die Anwendung dieser Regeln in den folgenden besonderen Fällen 
wird weitere allgemeine Ausführungen ersparen. 

17. 
Zu einem ersten Beispiel sei 

z = aX'\-by, 
und es werde also die Reduclion des Doppel -Integrals 



/v 



''"y.:ac + by) dy 



verlangt. 

Man könnte hier dem Argumente noch ein constantes Glied c hinzu- 
fügen und dasselbe dadurch etwas verallgemeinern. Indessen ist klar, dafs 
man für diese Fälle die Formeln aus jenen, in welchen dieses constante 
Glied weggelassen ist, unmittelbar erhält, wenn man an die Stelle von z ein- 
fach z-\-c setzt. Wir werden daher, der Kürze wegen, fast in allen folgenden 
Fällen dieses Glied weglassen. 
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Ute Ordinate s (Fig. 2.) gehört oflfenbar einer tCbene nnd f(ax -f- iy) 
einer Cjfünd^rfiäehe an, deren Erseogangslinien mit der xy Ebene parallel 
sind. Die Streifen {iti)^ för welche diese Ordinalen nnverfinderlich bleiben, 
sind ako, von parallelen geraden Linien eingeschlossen, ParMelogramme. 
Auch hat man 

\dzJ b' 



also 



ds = -T- (a? -|- Const,). 



Nimmt man a and h positiv an, so werden jene geraden Linien mit 
der or-Axe einen stumpfen Winkel einschliefsen , und man mufs den Raum, 
welchen das Doppel -Integral darstellt, hinsichtlich der Grensen in drei ab- 
gesondert zu berechnende Theile zerlegen. 

Die Werthe von x, zwischen welchen da fflr den ersten, zweiten und 

dritten Theil zu nehmen ist, erstrecken sich vermöge der Annahmen bezie-* 

hunssweise n u* ^ 

* von bis —, 

von v(«) kis — , 
von ^>{%) bis l; 

wo j? = ^ {%) die einzige von bis | vorkommende reelle Wurzel der 

Gleichung 

ax\hx{x) — % = 

ist. Die entsprechenden Werthe von ds sind also 

ab ' ab ^ ab 

Multlplicirt man dieselben mit f{x) und integrirt jeden einzelnen Theil, 
so ist rflcksichtlich der Grenzenbestimmung nur zu beachten, dafs in Folge 
der Ober die Zeichen der Constanten a und h gemachten Bestimmung, der 
kleinste vorkommende Werth von z und also dieser die unterste Grenze isL 
Jene Integrale, sind daher, in Bezug auf z, 

von bis 6/(0), 
von 6x(0) bis aS^ 
von aS bis aS-\'bTi 

zu ncdhmen; wo zur AbkArzung, wie durchgehends. 
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gcsetst ist Es findet sich also fOr das Volumen der Ausdruck 
^^^'^VC«) dz + ^/% - « V'(^)) A*) äz^ 1/ '^^\s - f {z)^f{z) dz 
oder, nach einigen Umformnngen, die Gleichung 





Die Reduclion des Doppel -Integrals ist also auf die Auflösung einer 
Gleichung gebracht. 

Aus dieser Formel ergeben sich einige besondere Ffille. Setst man 
nimlich a = 0, 6 = 1, so nimmt das dritte Glied eine unbestimmte Form an. 
Bei nflherer Untersuchung aber findet man Null för seinen wahren Wertb 
und erhfllt die in (§• 12.) gefundene Formel (3.) wieder. 

Ist ferner ;f(^) = f; constant, so wird 

und man hat die symmetrische Gleichung 

y* dxj^ "^fiax \ hy) dy 



• 

U. s. w, 

18. 
Das Argument der Function sei der Quotient sweier linearen Aus- 
drflcke, nfimlich 

Die Gestalt der krummen FIfiche (Fig. 3.), welcher diese Gleichung 
angehört, ergiebt sich wie folgt. 

Es giebt Werthe von x und y, fflr welche z wesentlich unbestimmt 
ist. Diese Werthe sind: 

bf — ße gy — ae 

^0 — i^fZ^^ yo — ta-ßa' 

16* 
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Daraus folgt, dafs eine mit der z Axe parallele gerade Linie existirt, 
welche in allen ihren Puncten die krumme Flache trifft. Ferner enthalt die 
FIfiche ein System gerader Linien, welche, insgesammt mit der xy Ebene 
parallel, in der Projection durch den Punct (x», /u) gehen und durch die 

Gleichung 

{az—a)X'\'(ßz — b)y'\'yz — c = 

bestimmt werden. Durch irgend eine mit der z Axe parallele Ebene ge- 
schnitten, giebt die FIfiche Hyperbeln. Aufserdem hat sie eine Asymptoten- 
Ebene, welche, mit der z Axe parallel, ebenfalls durch den Punct (j^o^Xo) 

geht und die Axen der x und y in den Abstanden ——, — j vom Anfangs- 

puncto an gerechnet, schneidet. 

Es ist noch hinzuzufflgen , dafs die Fifiche die xy Ebene nach einer 

geraden Linie schneidet, welche in den Abstanden ^ — -^ vom An- 

fangspuncte an gerechnet, die Axen der x und y durchkreuzt. 

Nimmt man die Coefficienten a, b, c, a, ß, y insgesammt positiv an, 
so ist wenigstens einer der Werthe x^^ y» negativ und es wird % fflr die 
hier allein in Betracht kommenden positiven Werthe von x und y bestandig 
positiv bleiben ; aber abnehmen , wenn x und y wachsen. Der Punct x», yVi 
fallt mithin nicht in den Umfang der Integration. 

Da die geraden Linien in der Projection in einem Puncte zusam- 
menlaufen, so sind die Streifen {ß9) nicht mehr wie iu; /origen Beispiele 
Parallelogramme, sondern kleine Drucke. 



Nun ist 



m 



19. 



(6« — /Ja)jr-f-Ay — ße 



dzy (fl^—ä)* 



folglich 



oder 



* = (ßz-hrA ^^"" ^ßa)x-\^bY- ßclix 

de = i(ba-ßä)a^-Xoy + Consi.:)j^^^. 

Das Volumen zerfallt in drei Tbeile, von welchen jeder einzeln zu berechneo 
ist. Die Werthe von x, zwischen welchen dff zu nehmen, findet man nach 
dem Vorhergehenden fflr den ersten, zweiten und dritten Theil ohne Schwie- 
rigkeit wie folgt. Gesetzt man habe die Gleichung 
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(az — a)x 4" {ß^ — *)/(«r) -{-yz — c = 
nach X aufgelöset nnd 

gefunden. Man setze ferner zur Abkürzung 

Xi = —-^ , 

az — a' 

SO sind die Grenzen von x obiger drei Tbeile 

von Xi bis S, 

von Xi bis tp(z), 

von :rx bis 
auszudehnen und die entsprechenden Werthe von ds sind 

^{ba-ßa)\ (§-x,f-(x,-Xof\^~^,, 

l(6a-/3fl) j(V/(^)-:roy-(j., -a:o)^j jj^jp, 

l{ba-ßa){ xl _(^,_^„)'j_^. 
Werden diese Ausdrflcke mit f(z) multiplicirt, darauf beziehungsweise 

von ^^+^ bis ^^+^+^ 
von ^g^^ Dis „^^^^^^ , 

von ^^ + ^ + ^ bis *Z(0) + c 

von ^<°)+" bis-^ 
integrirl und die Producte addirt, so erhfilt man die Formel 

^ (ar—aey f^^fi^ f(z)dz , (br — ßcY fWO-^ r f{z)dz 



c r 

7 7 

by—ßc\^ r ^'ißn-^y f(z) dz 









Einige besondere Fälle dieser Formel sind folgende. 
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20. 
Es sei 

a = /S = l; c==y =— 1 und a<;l, h<i\. 
Die Grensen des Doppel - Integrals seien durch die Ungleiciiheit 

0<<r+y<l 
gegeben, also 

Vor Allem ist zu bemerlcen, dafs bei diesen Annahmen alle vorhommenden 
Wertbe von z durchaus positiv sind ; wie es sich aus der Ansicht der Gleichung 

ergiebt. Folglich gehen die beiden Grenze^ 

in das positiv Unendliche- Ober. 

Ferner zeigt sich, dofs der Punct {x^^y^ in die Gerade fillt, deren 
Gleichung y* = 1 — jr Ist. Man erbflit also 



J J ' \ x^y — i )^^ ~ 2(b—a)J (z—a)^'^2(a—b)J {z—b)^ 

and, da sich die beiden Inlegnile vereinigen lassen and 

2{a—b)\\z—b/ \z—a/) ~2{Z'-a)(z—b)\z—a~z — b) 
ist, 80 ergiebt sich die bekannte Formel 

1 

Setzt man in der allgemeinen Formel 

11 = 1, * = 0, a=0, /?=!, 
so geht sie in 

0'' J_ 

aber, wo yf(z) aus der Gleichung x — zx{x)=iO abzuleiten ist. 

Wir wollen weiter annehmen, es sei x(^) = V censtant. Dann ist 

,p(z) = _ {(lz-b)z+rz^e 
^^ * az — a 
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und es findet sich nach einigen naheliegenden Transformationen die symme- 
trische Formel 

(ar—t^y /•■ ^ f(z)dz , (h—flc)* /"w ^ f(z)dz 
'^ 2{ba—ßa)J {«z—ä)*>2(aß—ab)J (/fe— *)* 

7 7 

+K»«-/».)(f-^)7'^Ä 






r f(z)d2 



Hieraus folgt s. B. 

i 

Die Anwendang dieser Ergebnisse auf einselne FiUe, z. B. auf 



f(£\ (mr3m ^ 2&jr'" .y "* + cy^*") 



n 
m 1 



mag hier nicht nfiher berflhrt werden. 

21. 
Das Argument sei nun ein Ausdruck zweiten Grades von x und y, 
und zwar 

% == ax^ \ 7,hxy\ cy^ -f ^«wp -f 2ny. 
Setzt man hierin Xo'\-x und yü-\-y statt or und y^ so lassen sich 
^0 and y^ so bestimmen, dafs die ersten Potenzen der Veränderlichen weg- 
fallen und also das Argument, insofern es verinderlich ist, nur noch die Form 

z = «^-f 26ay-|-C}^ 
hat. Diese Reduction gilt aber nicht mehr, wenn 

ac—H' = 
ist. In diesem Falle bekommt das Argument die Form 
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Vorausgesetzt, es seien alle CoSfficienlen positiv und auch 

bm — Äii>>0, 
so entspricht dieser Gleichung eine Reihe von Parabeln j welche sich nach 
der Richtung der negativen j7 öffnen und deren Scheitel für wachsende Werthe 
von z nach der Richtung der positiven x forirflcken* Man hat dann 

^* "" ~ 2(bm^an) ^^^^^^"^ + «'»'- 2ä {bm - «n)) x -[ Const.} 
und dieser Ausdruck ist 

von bis ' ' ', 

a 

von tp{z) bis -i-^-^ -, 

von i//(s) bis S 
zu nehmen; wobei \p{z) aus der Gleichung 

ab +2(^^ + ^;:W)-g = 

gesucht werden mufs. 

Multiplicirt man die drei sich ergebenden Werthe von 4s mit f{ß) 
und integrirt sie beziehungsweise 

von bis ^^* + 2n;c(0), 

von ^J^^2nx[0) bis ^-f 2f/i?, 

von -^ + 27/15 bis iflÄ! + 2(f/if+fwy), 

so giebt die Summe der drei einfachen Integrale den Werfh des Doppel- 
Integrals 

• 

Ist x(x)=:Ti constant, so ist für y/(5s) der Ausdruck 

— (— A(m-|-7j)-j-|/[/i*« + 4^m4-26(Äm — fln)]ij) 

zu setzen und es findet sich wieder« eine symmetrische Formel. 
Setzen wir nun den Fall, in welchem das Argument 

z = ax^'{-2bxy'{ cy^ 
ist. Über die Gestalt der krummen Fläche, welcher diese Gleichung ange* 
hört, lafst sich aus den folgenden Andeutungen eine klare Vorstellung erlangen. 
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Die Cörven, Aber welchen die Ordioate 2: ouverfioderlich bleibt, sind 
EHipeen oder Hyperbeln, je nachdem ac — V^ positiv oder negativ ist. Im 
ersten Falle ist die Flfiche ein ellipliacheM , im letzten ein hyperbolisches 
Darabolold. Aufserdem wollen wir, um uns auf bestimmte Figuren beziehen 
zu können, a, b, € positiv annehmen. 

22- 

A. Es sei 

ac — b^>0, 

so ist vor Allem klar, dafs z nicht negativ werden kann, indem 

o 

iit. Der zur y Axe (Fig. 4.) conjogirte Durchmesser dieser Ellipsen hat 

zur X Axe eine dnrch den Bruch bestimmte Neigung, welche daher 

90^ flberschreitet. Die Axen dieser Ellipsen wachsen wie die Quadratwurzel 
aus z; auch fallen sie der Richtung nach zusammen. Die Ellipsen sind Mit-> 
centrisch und breiten sich Aber die ganze xy Ebene aus. Nun ist 

\dzJ ~ » 2v^(cs — (ar— 6*)j-»)' 
also 

ds = ^j-T — ^-7;r^|arcsin( '^^^!'^7 "f ConsL|. 

Vorausgesetzt man habe aus der Gleichung 

ax'^'\'2b£x{^')'-\-c/X^f — ^ = 0, 
die einzige zwischen und | vorkommende reelle Wurzel a: = V'v^) ent- 
wickelt, so sind die Grenzen, zwischen welchen ds genommen v^erden mu(s, 
beziehungsweise fOr den ersten, zweiten und dritten Theil des durch das 
Doppel -Integral ausgedrOckten Volumens, 

von bis \ — , 

von bis ^, 
von rp{z) bis I 

zu erstrecken. Wenn man die resultirenden Werthe mit f{%) multlplicirt und 
dann nach z, beziehlich 

von bis ol^, 

von Q^ bis cx{Of^ 

von cxiOf bis af* -f 2*^ -f cij' 

Cr«Ue't Jonnud f. d, M. Bd. XLV. Heft 2. 17 
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integrirt, so wird man nach einigen Redoctionen, welche sich leichl ergeben^ 
die folgende Formel finden: 

f^dxp^''^f{ax' + %hxy \ cf) dy 

• 

+/ A«) arc sm ^ .; . •' dz j , 

Wir wollen einiger besondern Fflile dieser Formel gedenken. 
Es sei /(or) = 97 constant. Berficksichtigt man, dafs dann 



und also 



V^(^) = i:{-h'\ii^^-{^c-b'')ri)] 



arcsm ^^ ' \: . ^- = arccos-rr— r — arcsin' ^ 



Ist, so erhält man 

l 



J dxj y (äx^ 4- 2hxy \ cf) dy 



9 

b 

«rccos 







2V(ac—b*) 

-L_-^ _. / f{z)aTC8in-^^^ — ^ — idz 

^2^(ac-b')\J^^ '^ ^ V(cz) 

+y /(g) arcsm ^ rfg}. 

Obgleich bei Herleitnng dieser Formeln einige Apnahmen gemacht wurden, 
so gellen sie dennoch allgemein; wie man sich leicht direct flberzengen kann. 

Es sei in der letztern Formel |==co, so hat man 



y " dxj^ ^{ax^ + 2bxy + cf) dy 



• 



27(S?=Ä^H*=°«7(!ö/ 



Ist hier auch noch 1; = 00, so ergiebt sich 

b 



arc cos 






2/(ac— 6') 

* ' 
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FQr d = Q erhfilt man hieraus die bekannte Formel 



Setzt man f{z) = ^•"* so wird 

b 



>• •»« arCCOS-7- r- 



w'oraos fflr 6 = 0, e = a die schon in (§.9.) entbalteae Gleichung 

y*«-*'rfx = i/-j folgt. 

23. 
A. Es sei 



In diesem Falle sind die Carven in der xy Ebene Hyperbeln, and da 

_ (gJ:+^.r)'-(6'-oc)y* 

^ — — — — — — — ^— — — — — ^— — — 

a 
ist, so sieht man, dafs die Fläche, deren Ordinate z ist, die xy Ebene 
schneidet, und zwar nach zwei geraden Linien, welche' durch die Gleichung 

flx-f (4 + |/(*^ — öc))>- = 
gegeben sind. In Folge der Annahme, dafs a, b, c positiv seien, geht keine 
dieser Geraden zwischen den beiden positiven Halb-Axen hindurch. Diese 
geraden Linien sind die Asymptoten aller Hyperbeln, deren Mittelpunct im 
Ursprung der Coordinaten liegt und deren Axen der Richtung nach zusammen- 
fallen« Diese Hyperbeln füllen den ganzen Raum der xy Ebene aus. Die 
krumme Flflche entfernt sieb für wachsende Werthe von x und y stets mehr 
von der xy Ebene, Dies vorausgetzt, ist nun 

ds = 2V^b^^ac) H— yfe) ^ + Const| 

Die Grenzen, zwischen welchen dieser Ausdruck nach x und spfiter 
nach z zu nehmen ist, sind dieselben wie Im vorigen Falle. Es ist also 

f hxp'^'^fiflx' \ 2*xy -f ef) dy 
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V.(«) 



Ist xi^)=-V conslant, also 

a ' 

so braocbt man nur za erwägen, dafs 

jst, und bierin ^{z) statt x nnd rj statt y zu setzen, um folgende symmetrische 
Formel zu erbalten: 

y* ^fy^ax^ + 2bxY + cf) dy 

Es ist kaum nöthig zu bemerken , dafs man diese Formeln auob aoa 
denen des vorigen Paragrapbs hfilte ableiten können, wenn man sich der.be^ 
kannten Relation zwischen Logarithmen und Bogen bedient bfitte. 

Setzt man $=:oq, so erhält man 



Ist endlich auch noch i;=soo^ so findet sich 

Bei diesen beiden Formeln sind a und c positiv angenommen. 

Fflr a=-r>c=:0 werden alle Resultate unbrauchbar; indessen ist die 
directe Herleitrng in diesem Falle sehr leicht. Bezeichnet \p{z) die einzige 
zwischen und S vorkommende reeDe Wurzel der Gleichung 

xx^x) — z^O, 
so ist 

dxj f(xy)dy=J f(z)log^ydz, 



4^(6 
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und wenn x(;^]^=^''j constant ist: 

/^dz/'f(xy)äy =/^'f(z)log^^dz. 

• 

24. 
Das Argament sei nun eine gebrochene Function zweiten Grades 
swischen :t und y; and zwar wollen wir, in voller Allgemeinheit, 

annehmen, jedoch wegen der grofsen Weitlfinftigkeit der Endresultate auf 
die Nächweisung uns beschrtalien, wie die Redaction des entsprechenden 
Doppel - Fnlegrals geschieht. 

Um aber die Gestalt der FUlche (Fig. 5.)) deren Ordinale z ist, Auf- 
schlafs zu erhalten, ist vor Allem zu bemerken, da(s die Curven in der 
xy Ebene, Ober welchen z constant bleibt, die in der Gleichung 

(1.) {az-^)x''\'2{ßZ'^)xy'\-{YZ'-H^)y^^2{fiz—ni)x^^ 

enthaltenen Keyehchnittslinien sind. Der Verlauf, welchen dieselben för die 
auf einander folgenden Werthe von e nehmen, ist bemerkenswerth und er- 
giebt sich aas den folgenden Betracbtongen. Man sieht bald, dafs mehrere 
gerade Linien existiren, welche, mit der xyEhene parallel, ganz in der 
krummen Fläche liegen. Die Werthe von z, welche diesen Linien entsprechen, 
sind die Wurzeln der cobischen Gleichung 

(2.) {az — a) iyz — »)« — 2 {ßz — b) (fiz — m) {rz — ») + (y« — c) G»« — mf 

^H^~l){(ßz — bf-{aZ'^a){yz^c)] = 0. 

Ftfr jeden dieser Werthe finden zwei gerade Linien Statt, deren Projectionen 
die Gleichung 

y » AX'\'B 

angehört., wo A und B aus den Gleichungen 

(y« — i?)^^ + 2r/S3: — *)4-fa«~ö =? 0, 
(yz^c)B']'2irz — n)B'{-Xz — i = 
abzuleiten sind. 

Da nun im Allgemeinen drei Wurzelwerthe von z Statt finden, so 
giebt es im Ganzen sech$ gerade Linien von der gedachten Art. Die Coor- 
dinaten der Puncto, in welchen sich je zwei dieser demselben z entsprechende 
Geraden schneiden, lassen sich aus den angefahrten Gleichungen finden. Sie 



<»■> 1^: 
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entsprechen zugleich den Poncten der krammen Fläche, fOr welche 

ist. Auch lassen sich die Puncte bestimmen, in welchen sich die Projectiooen 
der geraden Linien (in der x^ Ebene) schneiden, welche zu den drei ver- 
schiedenen Wurzelwerthen von z gehören. Diese Puncte sind zugleich die-* 
jenigen, fOr welche z wesentlich unbestimmt wird und fOr welche also 

{ax'-\-2bxy'\-cf-\-2mx-\-2ny^l = 0, 
^ -^ j aji" -[- 2ßTy^' yf -f 2^^^' -f 2yy -f- A = 
ist. Eliminirt man aus diesen Gleichungen eine der Coordinaten, so erhfllt man 
für die andere eine Gleichung vom vierten Grade; so dafs also im Allge- 
meinen die Ordinate z viermal unbestimmt wird* 

Dafs sich die sechs Geraden in den vier Puncten schneiden, deren 
Coordinaten die Gleichungen (4.) geben, ergiebt sich einfach daraus, dafs 
man in der That wieder auf die Gleichung (3.) zurflckkommt, wenn man die 
Bedingungen sucht, welche erfflllt werden mflssen, damit eine gerade Linie 
irgend zwei jener vier Puncte enthalte. 

Hieraus folgt, dafs die Projectionen der sechs Geraden in der 
xy Ebene ein Viereck tnil seinen zwei Diagonalen bilden und dafk durch 
die Eckpuncle desselhsn vier mit der z Axe parallele Geraden gehen, 
welche ganz in der Fläche liegen. Solcher Linien sind also im Gänsen 
zehn zu bemerken. 

Die zu derselben Wurzel z gehörigen Paare gerader Linien sollen dnrdi 
(1,1), (3,2), (3,3) und ihre resp. Durchschnittspuncte mit I, II, III be- 
zeichnet werden. 

25. 

Die Projectionen der Curven (Fig. 5.), Ober welcher die Ordinate z 
constant bleibt und welche man aus den mit der xy Ebene parallelen Schnitten 
der krummen Fläche erhält, mflssen, da z in den oben bezeichneten vier 
Puncten unbestimmt wird, insgesammt durch diese Puncto gehen. 

Von Ellipsen in gerade Linien und Hyperbeln nach und nach flber- 
gehend, stellen sie die Gesammtheit aller KegelschniVtslinien dar, welche durch 
vier gegebene Puncto gelegt werden können und welche durch die Gleichung (1.) 
bestimmt werden. Da ferner z fflr alle reellen Werthe von x und y reell 
bleibt, so füllen jene Curven den ganzen Raum der xy Ebene aus* 
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So wie es bAufig nicht leicht ist, den Lauf einer Curve aus ihrer 
Gleichang zq erkennen, so bietet die allgemeine Corvenlehre noch weniger 
Anhaltspuncle fflr die Veranschanlichung des successiven Verlaufs, der Gestalls- 
verAnderoflg etc. unendlich vieler Curven dar, welche aus der Veränderlich- 
keit eines Parameters hervorgehen. Ffir den vorliegenden Zweck scheint 
das sicherste Mittel zu sein, dafs man, wie bisher geschähe, diesen Parameter 
als die Ordinate einer krummen Flfiche betrachtet, darauf, was nicht selten 
leicht ist, sich von deren Gestalt eine Vorstellung verschafft und dann von 
jener Fläche auf die gesuchten Curven zurOckschliefst. 

Dadurch findet man für das obige Beispiel^ dafs sich von zwei Seiten 
her den Puncten I, 11, III die Scheitel zweier Hyperbel- Aste nAhern, deren 
Asymptotenwinkel stets wachst und am grAfsten ist, wenn die Hyperbeln in 
die Geraden (1,1), (2,2), (3,3) Qbergegangen sind, und dafs von den 
Hyperbeln, deren Scheitel sich dem Puncto HI nAhern, jeder Ast durch zwei 
der vier Puncto geht, während von den Hyperbeln, deren Sebeitel sieh den 
Puncten I und II nähern, je ein Ast durch alle vier, der andere durch keinen 
jener Puncto geh^ Auch zeigt sich, dafs der Scheitel dieses letzlern Astes 
vom Puncto I oder II aus in's Unendliche fortrflckt, während jener des 
zweiten Astes nur eine kleine Bewegung macht. Wenn der Scheitel des 
erstem im Unendlichen liegt, so geht die Curve in eine EUipae Aber, welche 
dann einen weitern Theil des divergirenden Raumes (1,1) oder (2,2) aus- 
fallt. Eine weitere Untersuchung der Fläche dritter Ordnung gehört nicht hierher. 

Wie hier das Doppel - Integral dargestellt werden könne, will ich nur kurz 

andeuten. Stellt man Cr-J auf, so ergiebt sich fOr ds ein Ausdruck in Bogen 

oder Logarithmen, dessen Weitläuftigkeit seine Mittheilung hier nicht gestattet. 

Die Grenzen der Integrationen nach x und z findet man ähnlich wie 
in den vorigen Fällen. Nur wenn der Punct, für welchen z unbestimmt wird, 
in den Raum der Curve y=;f(j?) fällt, ist eine besondere Aufmerksam- 
keit nöthig. 

Die Möglichkeit der Reduction des Doppel - Integrals , so wie die Art^, 
wie sie geschieht, ist somit nachgewiesen und also die Eingangs gestellte 
Aufgabe gelöset. 

26. 
Wir beschränken die Anwendung der obigen Bemerkungen auf fol- 
genden speciellen Fall. 
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Es sei 

Die FIflcbe, deren Ordinate z ist, giebt^ parallel mit der xy Ebene geBcbnitten, 
die darcb die Gleichung 

aasgedrflciEte Cnrve. Die Gleiohnngen (4) sind hier 

Ihre Wurzeln sind 

wo die Zeichen nicht correspondiren. 

Sind diese Wurzeln reell, so finden vier Puncfe Statt, in welchen a 
unbestimmt wird und welche, symmetrisch um den Anfangspunct liegend, di« 
Eckpuncte eines Rechtecics bilden. 

Die cubische Gleichung (2.) giebt hier 

und es können also sechs, den reellen Wurzeln 

H' ß' 7 

entsprechende gerade Linien auf der Fl&che Statt finden. 

Die Gleichungen (3.) der Projectionen dieser Geraden gehen in 
Aber und verwandeln sich 



für « = - m y = ±yjj--^, 

far .= * in r=±/^> 



für « = -1 in y^'±x^-^ 



— ac 
Vb 



Sind die Wurzelgröfsen insgesrammt reell, so giebt es, wie im froher be^ 
meilKlen allgemeinsten Falle, ^echi gerade Linien, welche durch die vier 
Puncto gehen, deren Coordinaten x^^ /,> sind und welche ein Rechteck nut 
seinen beiden Diagonailen bilden. 
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Nun können aber von jenen Wurzeln einige imaginAr sein, und es 
sind zur Unterscheidung der hierbei möglichen FSlie die folgenden Zeichen* 
Terbindungen zu berflcksichtigen : 

by — ßc ay — «c ay — oc 

aß—ab^ ba^ßa'^ by-^ße' 



4- 



+ 



+ 



Andere Fälle giebt es nicht. 

Im ersten Fall finden sechs gerade Linien Statt; 
Im zweiten Fall nur zwei gerade Linien, parallel mit der x Axe; 
Im dritten Fall nur zwei gerade Linien, parallel mit der y Axe; 
Im vierten Fall nur zwei gerade Linien, welche sich im Anfangspuncte 
schneiden und gleiche Winkel mit den Axen einschliefsen. 

Der zweite und dritte Fall folgen auseinander, wenn man die Axen 
miteinander vertauscht« Der Verlauf der Curven läfsl sich aus den früheren 
Andeutungen sogleich erkennen. Hinsichtlich der Zusammensetzung des Doppel- 
Integrals ist zu bemerken, dafs man aus der Unterscheidung, ob der Streifen 
ds von zwei Ellipsen'' oder von zwei Hyperbel --Bogen begrenzt wird, für 

ds 

-T* beziehungsweise die Ausdrücke 

(aß— ab) •(- (az- a)x'- (yz-c)) ^ 
4{az—a){ßz-b)i 

4(az~a)Ußz — b)* f^ r*-e^~ '? 

{ aß— ab) •(— ( az —a)x ' — yz—e) 
i{az—a){ßz — b)i 

* 8(--(az — a))i(/&— 6)i ^^ '7^ ^ az-^-a/y ^ 

erhSit. Will man das Imaginäre vermeiden, so mufs man das Integral mit 
Rücksicht auf die oben unterschiedenen Falle zusammensetzen. Nach den, bis- 
herigen Ausführungen hat sowohl Dies^, als die Ermittelung der einzelnen Gren- 
zenpaare keine Schwierigkeit. 

Wenn die Curve y^^-xi^)^ analog wie es in (§-20.) der Fall war, 
mit einer der Curven in der xy Ebene für einen besondern Werth von c 
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zQsammenffilll, so mors die Gleicbnng x = yß(z) eine onbestimmte Form an- 
nehmen. Jene Cnrve sei durch die Gleichung 

gegeben. Zur Bestimmung von yj{z) hat man dann: 
Diese Gleichung findet identisch Statt, wenn 

^ ~ a^« — /JA« ~ ßB*+r ' 

oder wenn 

(ay-ac)A^'\'(cß—yb)B'=: {ba — ßa)A^B^, 
oder endlich, wenn 






X 



ist. Angenommen die Cofifficienten erfüllen diese Gleichung, so xerffillt das 
Doppel -Integral in zwei Theile, fflr welche sich x 

von bis y ^~^ 

von bis S 

erstreckt Wenn man die beiden fflr ds sich ergebenden Ausdrücke mit f(z) 
multiplicirt und dann beziehlich 

von — bis ' 



, a|«+c ,. bB*+c 

oder von t, , bis -rjn^ — 

integrirt, so erhSlt man 



«{«•ftf 



>«x»+/fy*+y 



, _ r^^^ \(afi+ab)r-2aße\z-\-(aß+ab)e-2ah ^,^^ . 



(az — a)^(/Js — b)i 



r 



, PfBHy i {aß-ab)Vi-(az- a)V~(rz-c)) ^ 
!{.+, ' 4(a»-a)(/?»-6)* 




"t'+r 



+ ''-^^'''C-^;Hr'~'°'' ""'°^/(-F^')>^w'^- 
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Man nehme beispielsweise an, es handle sich am die Complanation des 
EUlipstOdt, dessen Gleichung 

ist, so hat bekanntlich ein Theil seiner Oberflflche 



' A.21a.±. — 1 






■{ x.2-«^(^'-") /— 3i4 — J^*+— B?— r*— 1 



/ ''V^'' ^r 




znm Aasdnick. Die frOhere Bedingangsgleicbang fflr die Coöfficienten wird 
hier offenbar erfallt. Auch ist 

aß- ah = ^,^J . 

Die AusfOhrnng der Rechnung, bei welcher ^ noch anbestimmt bleibt, werde 
weggelassen und das Beispiel nar unter der Annahme 

1 = 4 
vollendet, wo man dann den achten Theil der Oberfläche erhfilt. Vorausgesetzt, dafs 

A>B>C 
ist, so ergiebt sich 

"WTy ~ ^^ A*(A*-^) — T°^' 

Der letzte Theil der allgemeinen Formel ffillt also weg, ond die Grenzen des 
ersteren sind 1 ond oo. Der gedachte Inhalt ist mithin 

I (,* — 3«—; (,* — jr-; 

Dieses Integral Ififst sich in zwei andere zerlegen, welche auf die Form 
elliptischer Integrale von der ersten und zweiten Gattung gebracht werden kön- 

nen. Setzt man nämlich « = /' und zur Abkürzung — -31— = *^^ ^, ^ =f^ 

18* 
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multiplicirl den obigen Ausdruck mit 8, um die Oberfläche des ganzen Ellipsolds 
zu finden, und erwägt, dafs 

ist, so nimmt der Ausdrncic die bekannte Form an; nämlich 

'^ y y((/«-4»)(/«_/'')) Vf»— t» r |t_/a;- 

27. 
Bis hierher konnte das Argument der Function successive eine allge- 
meinere Form haben und die Reduction jedesmal vollständig ausgeführt werden. 
Mit der allgemeinen Form einer rationalen Function zweiten Grades zwischen 
zwei Veränderlichca hört Dies (einige besondere Fälle ausgenommen) insofern 
auf, als sich d% nicht mehr in geschlossener Form ausdrücken läfst. Das 
Verfahren zur Bestimmung der Grenzen erleidet jedoch keine Änderung* Die 
Lösung der Aufgabe hält also gewissermafsen gleichen Schritt mit der endlichen 
Darstellung der einfachen unbestimmlen Integrale, welche sich auf Ausdrücke 
von den auf einander folgenden Graden beziehen. Analog wie bei diesen, 
lassen sich beliebig viele Fälle bezeichnen, in welchen die Reduction des 
Doppel- Integrals vollständig ausgeführt werden kann. Einige einfachere Fälle 
dieser Art mögen erörtert werden. 

28. 
Es sei 



so ist 



mftn 



Die Fläche, deren Ordinate % ist, schneidet die tcy Ebene längs einer 
mit der x Axe parallelen geraden Linie. Ferner wird % über allen Puncten einer 

mit der y Axe parallelen Geraden unendlich grofs. Für :ro = — — und 

70-=: wird z wesentlich unbestimmt, und es gehört also die durch diesen 

Punct gehende.« mit der % Axe parallele gerade Linie mit allen ihren Fanden 
zur Fläche. Die Curven, über welchen z unverSnderlich bleibt, sind, je naeh- 

dem — positiv oder negativ ist, höhere Parabeln oder Hyperbeln, gehen 

insgesammt durch den Funct {x^y^) und reduciren sich zweimal auf gerade 
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Linien, welche mit den Axen der x und y parallel sind. Sind m und n 
ganze Zahlen, so breiten sich diese Curven Ober die ganze xy Ebene aus. 

Die Grenzen, zwischen welchen ds zu nehmen ist, erstrecken sich 



m ] 

von 



'^^ bis f, 



az** 

m Jl^ 

von f— bis ^(ä), 

von bis V'C«?); 
wo v^(2^) die Wurzel der Gleichung 

{ax{x)'\-by^z{ax^ßy = ist. 

Multiplidrl man die sich ergebenden Werlhe von ds mit f{z) und 
integrirt sie hierauf, beziehlich 

von iü^i*):: bis ^ 

von ^ bis L.4L^J1J-, 

so findet sich folgende Gleichung: 









I . l m 



+7s+Wi/''^<"(<«*'*H/»r".«^^-*'-")^ 






+/ ^ nz)(Catp{zHß^^'''-ß-''')z-"d^] 






Ist hier x{^)^='^ constanl, so findet man naoh einigen Umformungen : 
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/V'Kg^K 





(«{+/»)■ (ai7+6)" 

/>• 6- 

Es ist kaom nöthig zu bemerken, dafs, mit Zulassung des Imaginfiren, 
diese Gleichungen för alle Wertbe von m und n gelten. Nur för f/i = — n 
werden sie unbrauchbar. In diesem Falle aber lassen sich die betreffenden 
Resultate aus (§. 23.) ableiten. 

Die gefundenen Formeln werden beträchtlich einfacher, wenn man b 
und dann auch ß Null werden läfst. Setzt man aufserdem a=a = l, so 
ergiebt sich 

o 

wo m und n positiv vorausgesetzt sind und yj{z) die Wurzel der Gleichung 
ist Ist x(^) = V constant, so folgt 

Wie diese Resultate auf einzelne Ffille, z. B. auf die Function 
anzuwenden sind, bedarf keiner besondern Auseinandersetzung. 



7. Winckler, über doppelte Integrale. 139 

Wir wollen nur noch bemerken, dafs sieb, wenn b und /9 = 0, a und 
a =1 sind, n negativ ist und —n statt n gesetzt wird, die Formeln 



ergeben, wo y^{z) die Wurzel der Gleichung 

x''x(x)'^ — z = ist. 
Wenn x(^)=V constant ist, so findet sich 

/ YV(->-)-r =/'-'-{£;y +ÖJA.,f . 

' 

FQr m = ii ist das oben schon Bemerkte zu berflcksichtigen. 

29. 
Es sei weiter der Ausdruck 

s = ax'^'^by 
gegeben. Demselben entspricht das Element 

ds = ^^ ( / yz — ax^j dx -j- Const.) , 
oder, wenn man eine neue Veränderliche t, welche durch die Gleichung 

bestimmt wird, einführt: 

ds = — »in. ■^^</^(/J"-»(l—0'""'*+ Const). 

Dieses Integral läfst sich, wie bekannt, unbestimmt finden, wenn entweder 

m, oder m-f^> oder n 
eine ganze Zahl ist 

Um die Grenzen der Integrale zu bestimmen, aus welchen das Doppel- 
Integral zusammengesetzt ist, mufs man unterscheiden, ob m und n gleiche 
oder verschiedene Zeichen haben. Man nehme zuerst an, es erien m und n 
positiv und bezeichne wieder durch tp(z) den einzigen reellen, zwischen 
und S vorkommenden Werth von x, welcher der Gleichung 

Genüge leistet, so sind die Grenzen der Integfation nach x. 
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von bis (— ) , 

von bis S, 
von bis V^(sr), 

«Iso ^it ^nbpn^chonden nach <> 

von 1 bis 0, 

von 1 bis 1 S^, 

von 1 bis 1 — — tp(z)'^ ; 
(Vrner die Grenien der daraaf folgenden Integration nach z, 

von bis nr*, 

1 i i 

von «r* bis af^-f-öJ?"^ 

LI II 

von a^^TiI;^ bis bxiOf 

auszudehnen; wie ^ch Dies ohne Mähe finden Isrst Es ist also 



f 'dxf^yiax- + bf) dy 






I I 






.F «-T«- 









Ist die Grenze x(^) constant und =^, und führt man unter dieser 
Annahme die Umformungen der Gleichung durch, welche ihr eine symme- 
trische Form geben, so erhalt man 
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_^ya?->+t,n' ^-.+n-Y^^) dzPr-' (1 - r )"-» <ft j 



6," i-i.;=' 



« 



r 



Mit bekannten Resultaten flbereinstimroend findet man hieraus, wenn a 
und b positiv sind: 

^ ' ' • 

Für den Fall, dafs einer der Exponenten In der obigen Form des 
Arguments negativ ist, wollen wir beispielsweise 

setzen und n positiv annehmen. 

Die Fläche, welcher diese Gleichung angehört, giebt, parallel mit z 
und der yz Ebene geschnitten , höhere Parabeln und Hyperbeln. Die Schnitte 
parallel mit der xy Ebene geben vier Curvensysteme, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist und a und b gleiche oder verschiedene Zeichen haben. 

Es seien a und b positiv und n sei eine gerade Zahl. In diesem Falle 
ist jede Curve zwischen zwei mit der y Axe parallelen Asymptoten einge- 
schlossen und der Scheitel entfernt sich von der x Axe um so mehr, je 
kleiner z wird. Für ein unendlich grofses z fällt die Curve mit der x Axe 
zusammen. 

Ist n ungerade, so fällt eine der mit der y Axe parallelen Asymptoten 
weg und statt ihrer wird die x Axe zur Asymptote. 

Haben a und b entgegengesetzte Zeichen, so nehmen dieCurven, so^ 
Wühl fOr ein gerades, als fflr ein ungerades n, in Bezug auf die Coordinaten- 
Axen die entgegengesetzte Lage und Richtung an. 

Crelle's Joarnal f. d. M. Bd. XLV. Heft 2. 19 
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Wir haben nun 



ds = -±y(^ab).dzp 



dx 



1+-- 
(az — jr") ^ 

welches Integral, dem vorhergehenden Paragraph gemärs, unbestimmt gefun- 
den werden kann. Man erhöh 

ds = — l-;/(aft).^) ^ fConstl 

f /(x** — az) * 

Bezeichnet nun yj{z) die Wurzel der Gleichung 

{az—x'')x(,xY — ab = 0, 

so ist ds 

von bis f^ 

von bis V^(2} 

zu nehmen, und wenn man die resuitirenden Werthe von ds mit f{z) mul- 
tiplicirt und beziehungsweise 

von oo bis — -f^, 
von — -r;;;r •^'s 



integrirt, so erhält man 



l! 



( 








'" /•(«) 

2 


Viaz — \fß(zY) 


> 

a 


%^ 




jtC)" 







Wenn ;c(^) = '7 constant ist, ergiebt sich hieraus 



/VX^+^)^r 



f» b 






I". * 
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Fär f = oo ist 



6 



Auf ganz ähnliche Weise findet man, wenn wieder a und b positiv 
sind und n eine gerade Zahl bezeichnet, die Formel 



/'"'/""Kf.+O^r 



tri 6 



= VM/'^ ^k^^'-^)äzi-/^f^iizrp{zr-a)dz)\. 



1-6 



wo i//(2^) aus der Gleichung 

zn ermitteln ist 

Wenn x{^) = V constant ist, geht die Formel in 

i 



/VV(^+9^r 







±+SL 



i?»/" 'fpii^-a,ä.+±m,ff^.- 



über. Ist insbesondere noch 7] = oo^ so folgt: 



a 

F 



Es liefse sich zeigen, dafs diese Formeln fflr alle positiven Werthe 
von n gültig sind. 

Scbliefslich ist zu bemerken, dafs für alle rationalen Werthe von n 
das Doppel- Integral, dessen Argument der allgemeinere Ausdruck 

^ + 24 -^ + 1:/- 

ist, auf Quadraturen gebracht werden kann. Die Resultate können hier nicht 
wohl ausgeführt werden. 

19» 
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31. 

Es sei 

z = (Är''4-*)(ay + /9)% 

so wird es, mit den nothwendigen Unterscheidungen, ob n eine gerade oder eijle 
ungerade positive Zaiil ist and ob a und b gleiche oder verschiedene Zeichen 
haben, nicht schwer sein, die Gestalt der krummen Fläche, so wie auch den 
Lauf der Cnrven zu finden, welche die Schnitte parallel mit der xy Ebene bilden. 

Wir wollen nur des einen der vier möglichen Fälle gedenken, und zwar 
annehmen, die CoSfficienten a, b, a, ß haben gleiche Zeichen und n sei eine 
gerade Zahl. Alsdann nähern sich die Curven der xy Ebene einer mit der 

X Axe parallelen Asymptote, deren Entfernung von dieser Axe = — — ist. 

Diese Curven sind symmetrisch zur y Axe und jede einzelne hat zwei 
Wendepuncte. 

Dies vorausgesetzt, erhält man 






«na*" ~'^ •(«*" + *) 
oder, wenn man eine neue VerSnderliche t, welche durch die Gleichung 

n 

X = y — •;; 

bestimmt wird, einführt: 



ds = — xt:x \/i==p + ^*°'*-l 



i 

naa** z " 



Dieses Integral ist, wie bekannt, stets findbar; also lAfst sich die Re-^ 
duction des Doppel - Integrals stets ausfahren. Die Grenzen, zwischen welchen 
ds nach nnd nach zu nehmen ist, erstrecken sich, wie man, den obigen An- 
deutungen gemäfs, sehen wird» nach x 



von bis -j-f — '^ 



ß 
von bis |, 

von bis V^(«); 
wo v^(sr) die Auflösung der Gleichung 

darstellt Das Integral nach / ist also beziehlich 
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n 

von bis ^(l-J^), 

n 

von bis . ^'^^ . 



YOQ bis 



n 



y(flV(2)"+fi) 

in nehmen. Malliplicirt man die Wertbe von da mit f(z) und integrirt Mach z, 

von bß" bis («1" + *)/^"^ 

von (ar + *)/?" bis («T -f *)(««? + /»)% 

von («?- + *)(«'?+/»)" bis 6(ax(0) + /?)% 

so ergiebt sich die folgende Formel, dnrch welche die verlangte Redaction 

ausgeführt ist: 







tu<r"+6)/J« rfg /-»r \^- -ry fit 



i piair+b)ß* dz rr SP 



i — t 



n 



(a{»+5K«9+Ä« «fa „. ^ n "**+* rft 






y:" 



i—V 



V'dV 
, /»i(«/W+/»)" dz j,, . P ' orH*y+i dt k 



(ai;*+6)(a7+/9)« ^ 



Ist hier x(^)=^V constant, so findet man nach einigen Umformungen' 

n 



00 MMAt«-^ 9, n %J 



\—v 



6/?* ^ 









, nhian^ß)- dz ^, . p^^ ' ^ di \ 



Ca?»+»>(«9+/D- * ^ 
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32. 
Der Raum gestaltet nicht, eine grörsere Anzahl algebraischer Formen 
des Arguments, auf welche das bisherige Verfahren anwendbar ist and deren 
sich beliebig viele angeben lassen, ausführlich zo untersuchen. Wir mfissen 
uns auf die angeführten einfachsten Fälle beschränken. Indessen werden sich 
die Reductionsformeln mit gleicher Leichtigkeit aufstellen lassen, wenn das 
Argument einer der folgenden Ausdrücke ist: 

wo X irgend eine rationale Function von x bezeichnet U. s. f. 

Für Iranscendente Ausdrücke bleibt das Verfahren dasselbe, aber die 
vollständige Lösung der Aufgabe gelingt seltener, weil hier die DarsteDung 
des Elements ds in endlicher Form seltener möglich ist, als bei algebrai- 
schen Ausdrucken. Es mögen einige hierher gehörige Fälle betrachtet werden. 

33. 
Es sei 

so hat man 

ds = --^{log(^^-"-fl) + Consl.}. 

Die Curven in der xy Ebene haben Asymptoten, die mit den Coordinaten* 
Axen parallel sind und deren Lage durch die Coordinaten 

— log — 

bestimmt wird. 

Ist y/(«) die einzige zwischen und f liegende reelle Wurzel der 

Gleichung 

und läfst man ds 

von bis — 'og^^, 

von t//(«) bis — *ög-^^, 
von V'(^) ^^^ ^' 



xo = —log 4" «°d ro = "^'^^T 



N 
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und die spätere Integration nach z 

von Ä-fJ bis a^bePxi^\ 

von a-f-6^^^'> bis ae^^^^b, 

von ae''^-\'b bis | 

sich erstrecken, so wird man die Gleichung 

finden. Ist x{^) = ^ constant, so erhält man hieraus 

y ^rf^y V(a^'' ^- ieA') dy 

• 

=^iy ^(^^•*'^ — iö^ — v+y ^^*)'«^ — ibs — ^-tI 



'^ O 



'i+ttßl 



Setzt man hier |= 17 = 00, so ergiebt sich, in der Voraussetzung dafs 
a, b, a, ß positiv sind: 

wie sich auch auf anderro Wege finden liefse. 
Es sei z. B. 

f{z) = e-% 
ferner a = ß und a = 6^ so ist 

2a 

oder, da 

® 

ist, SO ergiebt sich für den Integrallogarithmus die neue Relation 

{'KOI' = 2/%-Mog(±-l)$ 

3a 

oder 

= 2/%-^-Iog(2«-l)^. 
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Integrirl man beiderseits nach a zwischen den Grenzen a und oo, so findet 
sich die bemerkenswerlhe Gleichung 

/' {\\{e-')Y da =/V»«log(2«-l)$, 

a 1 

auf welche wieder beliebig oft dieselbe Operation angewendet werden liann. 

Es werde schliefslich bemerkt, dafs sich die Reduction des Doppel* 

Integrals ebenfalls vollständig erreichen läfst, wenn das Argument einer der 

Ansdrficke 

uy-^-b i?ie*^4"^ log(iijr-f A) 

fltangtjT-f fe me^y-\'n y ^ 

n. s. w. ist, wo X irgend eine Function von x bezeichnet. 

Fflr jetzt beschränke ich mich auf die Betrachtung des folgenden Falles. 

34. 

Es sei 

ac osx'fbs\nx'\'C 

so ist 

ds = rCösina? — Äcosa?-frj?-|-Const.). 

Die Fläche, deren Ordinate z ist, hat eine mit xz parallele Asymptoten- 

ß 
Ebene, welche durch yb= — — bestimmt wird; und sie durchschneidet die 

xy Ebene nnendlich oft nach Parallelen zur y Axe« welche durch die Gleichungen 

-fcg + ay(£iHft'— O .^„^ —ac+bV{a*+b'-c') 
siüx,, = ^Tj^ , cosxo = ^rpi 

gegeben sind. In den Puncten (x», y^) bleibt z jedesmal wesentlich unbe- 
stimmt, so dafs alle Curven in der xy Ebene durch diese Puncto gehen. Die 
Ordinate y jener Curven erreicht Maxime und Minima für 

tangar = — und y = — — + "" - 

Nach dieseo Andeutungen hat die Bestimmung der Grenzen keine SchwierigkeiL 
Betrachten wir nun den besondern Fall 

c=.0, ß=0, y=l, 

so ist 

a ^ b 

y„ = 0, sinar., = +_^p^, cosxo = +y^-^. 
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and nimmt man an, es solle nach x, zwischen — x^^ und -{- sc^^^ und nach y 
von bis oc integrirt werden, so ergiebt sich 

rf, = _2^(«H^)-$» . 



und wenn man zur AbkOrzung 

a 



sinX 



setzt, so findet man schiierslich die Gleichung 

35. 
Bisher wurde angenommen^ es komme aufser der Function /' kein ver- 
änderlicher Pactor unter den Integralzeichen vor. Aber auch wenn ein solcher 
Factor JF{x,y'') hinzukommt, läfst sich das Verfahren Test unverändert auch 
auf diesen Fall anwenden. 

Bezeichnet man nämlich das Argument der Function f wieder mit z 
und eiiminirt die Veränderliche y, wodurch F(x,y') zur Function von x und z 
wird, so bezieht sich die Integration nach Xj statt auf die Bildung der Summe 

von Flächen-Elementen [—jdzdx eines Streifens ds, nunmehr auf die Sum- 
mirung von Elementen 

wobei man sich unter Pix,y) etwa die Dichtigkeit des Elements \^jdzdx 
vorstellen kann. Hat man durch die Integration 

dS = dz{f{^)F{x,y)dx^ Const.) 

gefunden, so besteht nun das Doppel -Integral aus Theilen von der Form 

Die Bestimmung der Grenzen nach x und z geschichi genau auf dieselbe 
Weise wie bisher, und die Grenzwertho sind dieselben Ausdrücke wie früher, 
wenn das Argument dasselbe ist. Wir fugen nur noch bei, dafs durch Hin- 
zukommen des Factors F entweder eine Verallgemeinerung der früheren Er- 
gebnisse erreicht, oder, wie in mehreren der folgenden Fälle, die Reduction 
des Doppel -Integrals ermöglicht wird. 

CreUe*« Jouroal f. d. Math. Bd.XLT. Heft 2. 20 
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Es isl kaum nötbig zo bemerken, dafs es öfters xweckmäfsiger ist, 
stall y, die Veränderliche x za eliminiren nnd dS durch Integralion nach y 
abzaleiten, so dafs 

dS = rf«(y(-^)F(x,y)rf>-f Consl,) Ist. 

Enthält F nur eine der Veränderlichen , so ist auf gleiche Weise zu 
verfahren. 

Die Anwendung auf die folgenden Fälle, welche, wie ich glaube, be- 
sondere Beachtung verdienen, wird weitere Auseinandersetzungen ersparen. 

36. 
Es sei zunächst wieder 

und nun 

also 

dS = _iL__{log "-It" +Const.|. 

Die Grenzen, zwischen welchen dieser Ausdruck genommen und später nach z in- 
tegrirt werden mufs^ sind die in (§. 1 7.) angegebenen. Es findet sich ulso die Formel 

/•V''V(«-+*r)r-är4-x- 

/^^ f(z)tiz I (mz -f na) (/uz 4" ^^^ — of*& 

fW* ) f(%) dz . (fAZ + vh) (mxffjz) +m) 

»y mfJiZ'\'aHfA-\'bmv ^ n(fAZ — afM\p(z)'\'Vb) 



o 



r^^ihn f(z)dz . (n4'\^n){iiz—aii\p{z)^vb) 

"ly mfiz\'an^-\-bmv ^ (m\p(z)'\'n)(iiz-\'Vb — ufi^) ' 

o 

Diese Formel wird vollständig symmetrisch, wenn die obere Grenze x(^) 
constant ist. Nach einigen leichten Umformungen findet man 



/ 







^»^ f(z)dz I (fji.z ■{- y6 — o^) (fi?2;4- na) 

•*v f(z)dz , (iwjc+n« — m&i?) (m:& -f yfe) 










mf42-f-fl'i/w-|-^^'' ßAn(i<J7-f-^') 



4. /*"^"^*^^ /'(^)rf^ , ab(f n^+ n)(fAfi + v) 



o 



wfiz -f- «rtf« 4" '^'" ^ i**^ 4" ^'^ — ^"^ *?) (f*^ 4" *^ — ^f* ') 
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FAr ^ =: ^ =: x: folgl hieraas 



^ ^ (mx+fi)(^r+»') 



Setzt man hierin fn = /ji, n = y, a = b nnd 
so folgt 

Zar Verification leite man bieraas 

2a U * 

ab and verbinde diese Formel mit der in (§. 33.) gefandencn , dann wird man 
za folgender bekannten Gleichang gelangen: 



37. 
Indem wir das obige Argamenl beibehalten, möge 

gesetzt werden. Alsdann ergiebl sich 

" ~~ b'^-f+ij \{ab — ßa)s-^ßz+rb\'' 

Setzt man der KQrze wegen 

Ab — Ba — Ai, Ä«-|-C* = ai, 

ab—ßa — Äi, ßz-\-yb = /?», 

so ergiebt sich 

• 
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Die Integration nach t Idfst sieb immer unbestimmt ausführen , wenn entweder 

7/1, oder /// — fi, oder ,a 
eine ganze Zahl ist. In diesen Fällen kann also die Reduction des Doppel- 
Integrals vollständig: geschehen. Die allgemeine AusfObrung kann hier jedoch 
nicht Platz finden und wir müssen uns auf die Betrachtung einiger speciellen 
Falle beschränken. 
Es sei 

^ (x) = T , also tp {z) = z. 
Dann ergiebt sich aus obiger Formel: 

y jf x^^ 

Setzt man 



X — z 



i 



und liegt n zwischen und 1, so geht das Integral nach x in 

y < + 1 sinun 

' 

ober und man erhält also die in (§• 13.) gefundene Formel wieder. 
Zu einem zweiten Beispiel wollen wir annehmen: 

Hier ist 

dS = b^'-'äz /l , ^/'l^ . . ,, 
oder 

Nach der allgemeinen Formel ist also 

7" («_ l){aß-ab)J 1^ '\ (oa-f ay)— » . ((oft— o/?)f|-/?»+*y)"-'i 
, 1 r^^*"'fi \ \ *!l! *!l! \ d^ 
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Diese Formel wird vollständig symmetrisch, wenn xW conslant ist. Man 
Gndet dann 

(n— 1 )(aß-ab)J ' ^ ' ((oj +«y)— * (S*»b—aß) i + /Jaf iy)— ' f '''^ 

j i f-if, . ( b»-j^ o^ 1,^ 

"^ {n—i)(ba—fta)J ' ^^ «(/fc+*r)— ' ((a/J— oA)q +««+«/)— M 

Ist hier § = r, = oo nnd verschwindet /*(£) fQr «==00, so ist 

o o 

{n—\)(aß—ab)J {az-^ay)-* '^ (n~\)(ba—ßa)J (/^s+^y)""' 

• 

38. 
Die letztere Gleichung fahrt zu einer weitem Relation* Setzt man 
nämlicb f(z) = e'^ und erinnert sich, dafs 

ist, so erhält man aus der Vergleichung beider Resultate: 

J {ax\ä)^ßzr\-b) nkr-^ \aß—abJ (az+a)'' '^ ba—flaJ {ßz^-b^r 

Nur wenn n =» 1 ist, werden die im vorigen Paragraph gefundenen 
Formeln unbrauchbar. In diesem Falle aber findet man dircet: 

Ist z. ß. x(ar) constant, so ergiebt sich 

' ba — ßaJ '^ ^ ^ a /fe + 'y 







1 /•«H^7_ , a flz+by-\(ha^ßa)^. 



\ 
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POr die bisherige Form des Arguments sei weiter 

F(x,y) = ««"«-&•)•, 
so findet sich 

und wenn die drei sich ergebenden Werthe von dS «wischen den bekann- 
ten Grenzen integrirt werden, so erbfilt man, nach einigen Umformungen, die 
Gleichung 

/^dxfy{ax+by).ef^'''-^^^dy 



ai 



Wenn f = i7 = oc ist, so folgt hieraus: 



39. 
Endlich wollen wir noch annehmen, es sei 

Dann erhält man 

dS = -T-/^ cos^-S- r^ — ■ — ax 

und*wenn man die Integration ansföhrt, 
dS ="■ TT nrrTi zTi l (fr^ — Ä«) cos i-^- r — ' — 

(bm — aw) + (biA — uvy (\^ ' b 

+ {hf* - or) slnfc:i^H±^)« '^ + Consll 

Dehnt man diese und die darauf folgende Integration nach Ui auf die 
froher angegebenen Grenzen aas, so findet sich, nach einigen Verwandlongen: 
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J^^dxf^'^t{ax^hy).er''^'^cos{fix^vy)dy 

• o 

MI 

/•(ar) |(aii— 6f/i) cos y « -f («^ — VO sin -j- «| « rf--?^| 
'/"">(«) {(«m-«.)«.. "»-.>){+-• 

Ist hier x(^) conslint, so geht die Formel in 

pdxpfiax -f Äy)«"'+"J'cos (jix -f vy) rfy 

• O 

itm-a,.yM6(.-avr j/''^^*' |(Am-««)cos-^«-f (*.«.-«v) »in ^cj /\rfe 

f{z) j(aM— Ai/i)cos-^fir -]-(ai^— 5^) sin-T-«j «f'' . dz^ 







y A^)|*»»— an)cos— ^- — T~^' — 

+(«v-J/,)9in^-^?:=5^^±^)* = .dz. 

über. Selzl man in dieser Formel ^ und 17 unendlich <rro& und betrachtet m 
und 1/ als negativ^ so verschwinden, wenn f{z) fAr z=^oc endlich bleibt, 
dio beiden letzten Integrale und man erhält 

f^dx P f{aT-\ hy)e'^''^''^cos{^ix\yy)dy 

V o 

MI 

==7i TiTTi ;• 1 / f[^)([hm'-an)cos^Z'\ Ibu ör)sin— 2V ".dz 

'\J l\z^^(m—bm)to^^z\{av—bfjC)s\viY^^ .rf«J. 

A ' 
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Sind aufserdem noch ,us=i^ = 0, so ergiebt sich 



•^ IV. *• '• 

O 

Setzl man dagegen m == n = 0, so erhält man 

/CO /•» . 

rfj:* / f{^^ T *y) ^^^ ^'"^ 4" ^•>*' ^y 



ha — avJ '^ ^ a ' av — buJ '^ ' 6 

•^ • 



ü. s. w. 



40. 
Diese Resailate sind nar Einzelheiten einer allgemeineren Formel. Be- 
zeichnet wieder t\x,y) eine gegebene Function der beiden Veränderlichen, 
so erhält man gemäh (§. 17.), nach einigen naheliegenden Umformungen: 



/ 'dxf'^^iax + by) F(x, y) dy 





X 






tl 



_,(J^) = 



wo fpW die einzige, zwischen xW ^^^ ^ vorkommende reelle Wursel y 
der Gleichung 

y 

ist 

Wenn /(or) ::= 77 constant ist, so wird (p(z) = tj, und die Gleicbang 
erhält, wie man sieht, eine durchaus symmetrische Form. 

Wir beschliefsen die Betrachtung des linearen Arguments mit dem 
folgenden besondern Falle. 

Das Integral 
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geht dorcb Anwendung des bisherigen Verfahrens In 

ober, Ifirst sich aber auch mit HQife des in (§. 6.) angefahrten /^otirt^rscben 
Theorems, wie bekannt, durch die Quadratur 

darstellen. 

Vergleicht man diese beiden Ergebnisse mit einander und beseitigt das 
auf die Veränderliche z sich beziehende Integralzeichen, so ergiebt sich 



r- x'^-^(z—xY-^dx r{m)r{H) z*"-^"-^ 

J ((a— Ä)j:+te + c)'"+'' r(m-|-w) (az-f criftz-j-c)" ' 

oder, wenn man die Symmetrie etwas mehr hervortreten Iflfst: 

/+^ (z + j:)'"-* (z — xY"^ dx ^ r(nC)r(n) s"*-»-"-^ 

(«(s-}-jr) + 6(^ — x)-).2c>'"^'' ~ 2Z'(m+if) ' {az^cydbz^cY ' 

SO dafs die Darstellung eines weitern bestimmten Integrals durch 
fnndionen gefunden ist. 

41. 

Nehmen wir an, es sei z=- — und 

y 



F(x,y) = #"'+»r. 



80 ist 



-« = ,-sjwI(i-(«+t)-)'^"*"^'+«°""|. 



folglich 



/^fX^y-^-r^y 







/öi&l'+(("+fV(.)-0'("^-^""l* 



wo wieder yß{z) die Wurzel der Gleichung 

^X(^) — ^ = ® 
ist. 

CreUe*f Joanial f. d. M. Bd. XLY. Heft %. 31 
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Fflr dasselbe Argament z sei ferner 

so ist 

2{az^'\-2bz-Ye)\ ' ' 

also erhfilt man 



7 



Eben so wird das Doppel - Integral auf Quadraturen gebracht, wenn fflr 



X 



z = — noch 

y 

ist Ist femer 

und 

so finden sich, wenn m und n zwei positive ganze Zahlen bezeichnen, drei 
einfache Integrale fOr das entsprechende Doppel - Integral. 

42. 

Die Resultate des vorigen Paragraphs sind nur einzelne FSile der Äu- 
genden allgemeinen Forme). Bezeichnet q>(z) die einzige reelle, zwischen 
X(0) und tj vorkommende Wurzel y der Gleichung 

und setzt man zur Abkflrzung 
SO findet sich, nach ($. 19«) 
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7 



+/ -(^^/^('^-«»>*+'v-«)*"M'y 



r 






5+y a/>-o* 










Diese Formel wird darcbaus symmetrisch, wenn man ;( (x) = ;( (0) = i;^ 
also auch q>(z) = f] setzt. 

Wenn das Argument die in den (§. 22. und 23.) vorausgesetzte Form 
bat, so findet sich in gleicher Weise die verallgemeinerte Formel 

y* Wy*^'V(Är' + 2ftxy-f cf).F{x, y) dy 

wo zur Abkürzung 

gesetzt wurde und (p{z) die Wnrcel der Gleicbong 

21» 
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ist. Wenn xi^) constant, also (p{z)=^r^ ist, so wird auch diese Formel 
vollkommen symmetrisch. 

AeliDlicbe Formeln fAr die Transformation der Doppel - Integrale findet 
man fflr die flbrigen bis jetzt betrachteten AasdrOcke von z. Ich mafs mich 
jedoch hier auf das oben Milgelbeille bes€hranken. 

43. 
Es sei 

z = ay^'\-2by cos X'\'€. 

Da diese Form bis jetzt nicht betrachtet wurde, so mag Folgendes vorausgehen. 
Bezeichnet n irgend eine positive, ganze Zahl, so wird die Ordinate % 
(Fig. 6.) ein Minimum, wenn man 

entweder Xy = +(2«-}-I)7r, y^ = -j , 

oder ÄTü = +2nn, y„ = 

n 

setzt« Maxime finden nicht Statt; Die Minimumwerthe sind einander gleich, 
und zwar ist jeder 

a 

FOr z=^€ erhflit man eine gerade Linie, deren Projection mit der x Axe 
zusammenfällt, und zugleich eine Curve, deren Gleichung 

y = — 2 — C0SJ7 

ist. Diese Curve, welche insbesondere zu bemerken ist, hat ein Maximum 

y = -f2— für X = ±(2/1 -|- 1)71, und ein Minimum y = —2 — fOr 

ar = ±2n7i. Sie durchschneidet die x Axe, wenn x == ±(2«-f- 1)1-71 isU 
Zwischen der Curve und der x Axe kommen nur geschlossene Curven vor, 
und diese reduciren sich zuletzt auf einzelne Functe. Aufserhalb derselben 
befinden sich periodisch fortlaufende Curven, welche sich mit wachsendem 9 
atets mehr von der x Axe entfernen und in abnehmenden Schwankungen in 
Curven flbergehen, deren Gleichung sich nahezu durch 

ftcosjr , ,/ z 

y == ±1/— 

ausdrücken läfst. 

Dies vorausgesetzt, wollen wir nun 

F(^x,y) s= sina? 



ac—h^ 
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Reisen. Daon ist 

abo 

dS = 4-^(log[— *cosx±y((«-c)ii-j-*^co9a?*)]4-CoD8l.}. 

Die Bestimmung der Werthe, zwischen welchen dS fflr eine gegebene 
Curve y =z j^{x) zu nehmen ist, bat mit Rflcksicbt auf die obigen Andeu- 
tungen keine Schwierigkeit und setzt nur die Auflösung der Gleichung 

voraus. 

Auch die Grenzen der Integration nach z lassen sich leicht finden. 
Wir betrachten jedoch hier den speciellen Fall 

§ z=z n und ;f(a?) == i;>> 2— • 

Fflr die geschlossenen Gurven besteht dS aus zwei einander gleichen 
Theilen. Die Grenzen nach x werden fflr einen solchen Theil durch 

bcosx = — y((c — «)«), :r = TT 

bestimmt. Wenn man also den entsprechenden Werth von dS verdoppelt und 
die gehörigen Zeichen nimmt, so ist jener erste Theil des Doppel •*> Integrals 

* /*V/ M b-\'V(az + b*—ac) , 

oT / f(^)^Og , ' \\ — 4-7i -'dz. 

2bJ /^ ^ ®o — WöXi+Ä" — ac) 



ff 



Fflr den Theil, welcher den bis zur Ordinate t] sich erstreckenden Gurven 
entspricht, sind die Grenzen nach x: 

0, TT, 

und nach z: 

0, aiy' — 2Ä17-J-C. 

Folglich ist der Zweite Bestandtheil 

ot/ /^(g)log ' , , ' — T-n {*dz. 

2bJ '^ ' ® — b'\'V{az+b* — ac) 

Endlich sind, wie leicht zu sehen, fflr den dritten Theil die Grenzen nach x durch 

und cosa? = — st ^ 

gegeben und es ist die Integration nach z 

von Off — 2bfi'\'C bis äi/^ -f 2*jy -f" ^ 
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zu erstrecken, so dafs jener dritte Tbeil 

wird. 

Nach einigen leichten Umformungen findet sich 

/dxf'^f{ay^ -f 2by cos x -f- ^) • sin x rfy 



• 






a 



Wenn f(z) fflr sr = oo verschwindet und // = oo gesetzt wird, ergiebt 
sich hieraus 

a 

Ist hier a=l, h=^r, c^=r^, so erhall man 
jdxJf(jf^2ryeo9x^f^)s\iixdy=^—J A«)*og(^yD ife. 

o 

Wir fägen noch hinzu , dafs, wenn man das Doppel - Integral auf den 
Raum der geschlossenen Gurven beschrfinkt. 



.2— smor 



d^ I /"(ay^ — 2Äysina?4- c)^wxdy 






ist; woraus fflr die obigen Werthe für a, h, c 

/*"jx/'"'">(y^-2rysinx+f^)cosa?Jy = ^f'^f{z)\^^{^^d% 
• • • 

folgt. 

44. 
Es sei fflr denselben Ausdruck von &: 

F{x) = cosj?, 

so wird 

dS = ± *''«yV((s-c)«4.6*co» j*; 
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oder 

dS = ±srUr<5slii-:77 — ™^ — r-4-Con8Ü. 

"•26 1 riaz-j-b^ — ac) * ) 

Beschrfinkt man sich auch hier auf den Fall 

90 bleiben die Grenzen nach x und z dieselben wie im vorigen Paragraph 
und man erhält fOr den ersten, auf die geschlossenen Curven sich beziehenden 
Theil des Doppel - Integrals : 



^/nz)dz. 






Der zweite Theil wird Null, der dritte aber 

oT I # (*) arc cos 5 — 77 — rri r: • «^» 

Man erhfilt also die Gleichung 

f '^dxf'^f{ay^ -f 2*y cos X'\'C).to%x dy 



= -2J /(*)^^+26y rWarccoS g^^^^^^-^g^^^ rf^.; 



a 



wo ebenfalls i7>>2 — angenommen ist 

NAhert sich f{z) fflr sr = oo der Null, so findet man hieraus 



/ 



IxJ f{ay^'\'2bycosX'\-c).cosxdy = gW f(z)dz, 

c 

und für a = l, * = — r, ü = r^: 

/ ifcr^ f(y^ — 2ry cos x-\'r^). cos xdy = ^J f{pi)dz. 
Auch ergiebt sich 

/'^ . f^ cosxäy n . ac — b* 

^J ay^^2bycosx^c " 2b^^^ ac ^ 

oder, wenn man die Integration nach y unbestimmt ausfflhrt und redacirt: 

/" cosxdx bcosx n , ac 

^(ac-b^cosx^) "^^"^/(oc— ft'cosx«) — 2b ^^^ ac-b^ ' 

FQhrt man dagegen zuerst die Integration nach x aus, so ergiebt sich 

r^dy^U 2±L£__| _ 1^ flg— *' 

y y r •(aV* +2 (oc— 26*)7*+ c*)l ~ *^^~5? 
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Daraus erhält man 8. B, 

Beschränkt man das Doppel -Integral auf den Raum der geschlossenen Corven, 
so findet sich nach einigen Transformationen: 

äxj " f(af — 2bys\nx + c).s\nxdy = ^JfO^)äz 

a 

Wir fügen noch hinzu, dafs die Verbindung der Gleichungen (1. und 3.3 
zu der bemerkenswerlhen Relation führt: 

^^/ A^>^ + 2ftycosj?-|-c).cosarrfy 

o 

rfa? / fi^y^ — 2iy sin ar -f- sin x dy. 



Schliefslich ist zu bemerken, dafs sich leicht auch folgende Formel findet: 
f^dxj f(,af\2hyw^x\c).^osxdy = ^ f^'^^^'^^^'^^ ^iaL-^^ '^'^ 

U. S. f. 

Diese Ergebnisse sind wieder nur einzelne Fälle einer allgemeinen Re-- 
ductionsformel, bei welcher z durch die Gleichung 

{Pz — p)oosX'\'Qz — q = 

gegeben und sodann 

F(x,y) = llcos:r'"sina:^''+* 

ist, und wo P, Q, R, p, q rationale Functionen von y, tn und n aber zwei 
positive oder negative ganze Zahlen sind. Der Raum gestattet die Mittheilnng 
der Resultate nicht. 

45. 
Man setze, es sei 

z = acos^4~^sin:rcosy--f~^sina7siny^ 

so hat die entsprechende krumme Flache (Fig. 7.) in allen Puneten Maxima 
und Minima, fflr welche 

^^_ b . c 



r\ 
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und diese die Maximum- und Minimumwerihe selbst sind 

Die für cos^Tq, cosy«), . . . angegebenen Werthe müssen ebenfalls doppelte 

Zeichen bekommen; jedoch sind nur die folgenden Zeichenverbindungen 

zuläfsiich : 

IHaxima Minima 

C0S2^u ...-}--[- — — 

cos Ju{) • • • "r" "~" "■"" """" 

COSJTq . . . -j- — — — 

COS2*o •••-[" — — + 

För alle zwischen +2^0 und ±a liegenden Werthe von z erhält man ge- 
schlossene Curven. FOr z=+a ergeben sich gerade Linien ^ welche, mit 
der y Axe parallel, durch die Puncte j? = 0, +71, ±27i^ . . . gehen; und aufser 
diesen noch unendlich viele Curven, deren Gleichung 

+ a = acosj7-f *sind:cosy4"€^sinarsiny 
]st. Diese Curven sind insbesondere zu bemerken. Zwischen ihnen und den 
mit der y Axe parallelen geraden Linien, für welche z=-±a wird, befinden 
sich die bezeichneten geschlossenen Curven. Für alle zwischen — a und -{-tf 
liegenden Werthe von z ergeben sich periodisch nach der Richtung der y Axe 
fortlaufende Curven. Ferner ist leicht zu sehen, dafs die durch die Puncte 
(^09 Xu) gehenden und mit der x Axe parallelen Geraden Symmetrie- Axen 
sämmtlicher Cnrven sind. 

Dies vorausgesetzt, lassen sich nun viele Formen von F{x,y) ange- 
ben, fflr welche dS eine endliche Form bekommt. Eine derselben ist z. B. 

cos x'^ sin a?" cosy^ sin y% 
wenn die Exponenten ganze Zahlen sind und n — fi — v die Form 2Ar-|-l hat, 
wo k irgend eine positive oder negative ganze Zahl ist; die Null mit ein- 
begriffen. Wir beschränken uns auf einige besondere Fälle. 

Es sei m = ^ = 1^ = und n = 1 , so ist 

.^ , * f sinxrfjT 

a^ — ±»V^(— (aHÄ"+Ocosjr*+2«:5C08x-f6»-fc«— *•>' 

also 

jcf I dz \ . az — (a*+6*+c*)co8J' , ^ ^\ 

Die Bestimmung der Werthe von x und z, zwischen welchen dieser 
Aosdmck fOr eine gegebene obere Grenze /(x) zu nehmen ist, bat, wie in 

Cr«Ue*f Joanial f. d. MaOi« Bd. XLV. Heft 3. 22 
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den vorhergehendeo analogen Fallen , keine Schwierigkeit and setzt nur die 
Auflösung der Gleichung 

ncoscr-f 6sinxcos;((a7)-|-^8inxsin/(j:') — z = 
voraus. Hieraus erhellet, dafs das Doppel - Integral , zwischen irgend dieseo 
oder jenen verflnderlichen Grenzen, stets auf Quadraturen gebracht werden 
kann; desgleichen in welcher Art dies geschehen mufs; was, soviel mir be- 
kannt, noch nicht auf diese Weise bemerkt wurde. Die allgemeinen Formeln 
aber werden, selbst in dem vorliegenden Falle, sehr weitläuftig und finden 
hier nicht Raum. 

46. 
Wir betrachten nur den besondern Fall, in welchem 

ist. Die Rechnung wird wesentlich abgekarzt, wenn man erwägt, dafs sich 
die Summe der Elemente, welche das Doppel - Integral innerhalb dieser Grenzep 
amfafst, auch ergiebt, wenn man dasselbe nach /, statt es zwischen und 2^1 
zu nehmen, auf das Intervall zweier auf einander folgenden Symmetrie- Axen, 
also von /o bis Xo-}-^ ausdehnt und dann verdoppelt. Die Abscissen x der 
Durchschniltspuncle dieser Axen und der Curven, sowohl der geschlossenen, 
als der periodisch fortlaufenden, werden durch die Gleichung 

cosjr a*+0*+c* 

bestimmt. Nach der obigen Bemerkung ist also 

ydxf''f{z).sinxdy = 2/dxf^''^^f(z)9inxdy, 

und man erhfilt fOr die zwischen /u und ju-f ^ liegenden Theile jener beiden 
Arten von Curven durchgehends denselben Wertb von dSf, nfimlich 

ndz 

Dieser Ausdruck, mit f(z) multiplicirt und dann nach z zwischen den beiden 
Sufsersten Werthen ± }^(a^ -f 6^ -f ^) integrirt, giebt also die Gleichung 

dx I f{aQQ%x\b%\viXtQ%y\ei\XiXVXLy')dy 
= 2?i/*7'(y'(a»-j-4^+c»).co8a?).8ina?dir; 



welche Gleichung zuerst von Poisson (1819) gefunden wurde. 
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Beschrfinkt man sich aaf die erste Gruppe geschlossener Carven, nnd 
gezeichnet zur Abkflrznng die beiden Werlhe 

ab tang \ j^ c •(&*-)- c* — g* tang ^ jr*) 

bezflglich mit cosyi und cosy^, so ergiebt sich 

/ dxt *f{aeo%x-\-bsmxcosy'\-cs\nxsmy).s\nxdy 

" r. 



2n /'K(«H6«+c.) 



Fflr = findet sich hieraus 

/ rfa?/ (*+<^) ^|8iiia?(Jcosy-{-^^''*y)}**'*^^>' 

Ist endlich noch i = , ü = 1 , so erhsit man 

fdxßf{mixs\ny).smx.dy = 2^1 / f(«)dz; 

• 

wie leicht auch direct zu finden ist 

47. 
Auf ahnliche Weise lassen sich die Doppel - Integrale reduciren, in 
welchen z einen der Ausdrflcko 

«sinx-j-fc aysinx'\'b 

acosx'^ß ' «ycosjr-j"/'^ 

oder (asina?4'*)(^^'">*"f /')9 verbunden mitF(x,y)==cosiF"*8injp"cosy^8iny', 

j asinjr-f-Asinr+c 

oder — : — a ' ' , — - - - - 

a sm jr -}~ /78in/ -f- }^ 
u. 8. f. bezeichnet, wo m, n, fi, v ganze Zahlen sind und m oder fi von der 
Form 3^4-1 ist. Die Anzahl solcher Fälle ist unbegrenzt. 

Die bisher entwickelten Resultate, welche der Aufmerksamkeit des 
Lesers zu empfehlen sein dflrften, scheinen den Nutzen dcis Verfahrens, durch 
welches sie erlangt wurden, hinreichend darzuthun. Weitere solche Ergeb- 
nisse, so wie die Reductionsformeln , welche ich fflr dreifache IntegraU 
gefunden habe, wird die nfichste Abhandlung enthalten. 

Carlsruhe, 1851. 

~"^ 32» 
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8. 

Transformation dreifacher Integrale durch Änderung 

der Integrationsfolge. 

(Von Herrn Dr. A. Winckkr, Grofsherzoglich-Badischcm Ingenieur lu Carlsnihe.) 



f flr mehrfache Integrale zwischen constanten Grenzen gewährt schon 
die blofse Vertauschong der Integrations- Veränderlichen eine der fruchtbar- 
sten und, da sie die .gegebene Function ganz unverändert läCst, eine der 
einfachsten Transformationen. Sind die Grenzen veränderlich, so giebt es, 
wie bekannt, mehrere Methoden, dieselben in constante zu verwandeln, so dafs 
die Integrationsfolge auch in diesen^ Falle willkttrlich ist. Die Function unter 
den Integralzeichen bleibt aber dann nicht mehr dieselbe, sondern erfährt Ver- 
änderungen, welche von dem angewendeten Verfahren abhängig sind. 

Von besonderem Interesse scheint die Aufstellung von Regeln zu sein, 
welche, wenn man ihnen folgt, es gestalten, bei Integralen zwischen r^r— 
änderlichen Grenzen, ganz wie bei Integralen zwischen constanten Grenzen, 
eine beliebige Aufeinanderfolge der Veränderlichen festzusetzen, ohne dafa die 
Function unter den Integralzeichen davon auf irgend eine Weise berOhrt würde. 
Fflr doppelte Integrale habe ich diese Aufgabe frflher gelöset. Hier soll es 
fflr drmfachc Integrale möglichst allgemein geschehen. 

Die Regeln, welche sich ergeben werden, sind zwar, schon wegen der 
in den Grenzwerlhen liegenden Allgemeinheit, nicht in allen Fällen sehr ein- 
fach; indessen scheint die zu Grunde liegende Transformation, weil keinerlei 
willkQrliche Bestimmungen darin eingehen und die Aufgabe sich unmittelbar 
darbietet, elementar zu sein und deshalb den andern Methoden vorgeben 
zu müssen. 

Der allgemeinste Ausdruck eines dreifachen Integrals zwischen ver- 
änderlichen Grenzen läfst sich, wie bekannt, in acht andere Integrale zerlegen, 
deren jedes mit Null anfängt und welche daher insgesammt von der Form 

(1.) / W/'^" Jv/«" V, r, «)rf* 

o 

sind. Mit dieser Form werden wir uns beschäftigen , aber, um den Gang der 
Entwickelung nicht zu unterbrechen, voraussetzen, dafs überall wo Unstetige 
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ketten oder mehrförmige AasdrQcke noch andere Belrachtnngen erfordern, die 
in Rede kommenden Fnnclionen, soweit sie in das Bereich der Integration 
fallen, stetig and einförmig sein sollen. 

Unter dem dreifachen Integrale (1.) stelle man sich einen Raum vor, 
welcher von drei rechtwinkligen Coordinaten - b'benen einer krummen FlAche, 
deren Gleichung z^=d{x,y) ist, einer Cylinderfldche, deren Gleichung yz=zji^{x) 
und einer mit yz parallelen Ebene, welche die j^ Axe in der Entfernung f 
schneidet, begrenzt wird, und in welchem eine Masse verbreitet ist, deren 
Dichtigkeit =f(x,y^z) in jedem Puncto einen andern Werth hat. Durch 
diese Vorstellung wird die Betrachtung einfacher, als die rein analytische; denn 
es wird dadurch jede Integrationsfolge einfach nur zu einer andern Art der 
Theilung eines gegebenen Raums. 

Zur schrittweisen Ausführung der Integration giebt es fflr ein drei-- 
faches Integral 1.2.3 = 6 verschiedene Anordnungen, d.h. geometrisch ge- 
sprochen: wenn man die Integration nach einer der drei Axen zur ersten 
macht, so können die Integrationen nach den beiden andern Axen auf 
zweierlei Weise angeordnet werden. 

Dies reicht hin, ohne Schwierigkeit die gewünschten Transformationen 
aosfiQhren zu können. 

1. 
Wie bei (1.) sei z die Variable der ersten Integration, aber x die 
der zweiten. Der Zerlegung des Raums in zwei Theile, deren einer ein 
Rechteck, der andere ein krummlinig begrenztes Dreieck in der ^ry* Ebene 
zur Basis hat, entspricht die Trennung des dreifachen Integrals in zWei andere, 
deren Grenzen beziehlich 

(1.) Nach z von bis 0{x,y); nach x von bis f; nach y von bis;f (5) 
(2.) . - - d(x,y); - - -i(y); - - x(S) - ;c(0) 

sich erstrecken und wo 

X =^ l(y) aus der Gleichung y = ;f(j?) 

zu nehmen ist« Man erhält also folgende Transformationsgleichung: 

(2.) rda:/'''Wr"''n^.r,^)äz 

o 

U Ü j^((l) U 

auf welche es ankam. 
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2. 
Nimmt man jetzt an, die erste Integration beziehe sich auf die Ver- 
finderliche y, die zweite auf z^ so entspricht dieser Anordnung ebenfalls eine 
Zerlegung d<-s Raums in zwei Theile. Sie sind aber jetzt durch eine cylin- 
derische Fläche von einander geschieden, deren Erzeugnngslinien , mit der 
y Axe parallel, die xz Ebene nach einer Curve schneiden, deren Gleidiang 
z=:6Qx,x{^y) i^t. Die beiden entsprechenden Integrale sind 

(1.) Nach y von bis xMf "^^h z von bis 0(XßX{x)); nach x von bis i, 
(2.) - . - fp(x,z); - . 0(xjX{^)) - diXjOU - - - { 

zu nehmen, wo y = tf;{x,z) ans der Gleichung z=^6{x,y) abzuleiten ist. 
Demnach findet sich die Gleichung 

(3.) fdxp'"irp''Y^,r,z)dz 

Soll wieder y die erste und dagegen x die zweite IntegrationsveriUi— 
derliche sein, so nimmt das Resultat eine etwas weitlAnfUgere Gestalt an. Das 
Volumen (Taf. IV. Fig. 1.) ist alsdann in fünf Theile zu zerlegen, die sich ergeben, 
wenn man zunächst, wie im vorigen Falle, die Cylinderfläche ^=^0(x,x{!^y) 
construirt, dann durch die Puncto 

{hx{^).eihx{m> {?.0,ö(?,0)}, {0,;t(0),ö(0,;c(0))} 
Ebenen parallel mit xy legt und die Durchschnittslinien fixirt, welche die 
beiden letzteren Ebenen mit der Cylinderfläche bilden. Die Grenzen der ein- 
zelnen Integrale sind 
(1.) Nachy von0bi82(<r); nach jr von bisl; nach 2 von bis0(£^2(D), 



(2) 


- 


- - /(*); 


- 


- - «(2); 


- HhxiSi) - o(P,xm. 


(3.) 


- 


- - v(*>»); 


- 


- «(s) - 1,- 


' Hhxim - ««.0), 


(4.) 


- 


- - ^{x,z)i 


- 


- «(») - 9(0,*); - 


- 6(1,0) -tf(o,jr(q)X 


(5.) 


- 


- - v{'*»); 


- 


- -9>(0,*); - 


- 0(0,x{0)) - «(0,0) 



zn erstrecken, wo 

X =^ n(z) aus der Gleichung z = 0(x,x{^Y) 

und 

X =: 9(0,8?) ans der Gleichung z s=: 0(x,0) 

tu nehmen ist. 
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Diese Transformation giebt also folgende Formel: 

(40 fdxr''drP'''"nx,r,z)dz 

Ü u u 

I f^^^^^ /"»'^"•'^^ /'V^*''^/ N^ 

*y y y fi^>rf^)dyi 

dorch welche die Aufgabe im Allgemeinen gelöset ist. 

3. 

Es sind noch die beiden Fälle Qbrig^ in welchen die erste Integration 
sich anf die Variable x bezieht. 

Es sei zunächst z die Veränderliche der zweiten Integration. Dann 
mufs das dreifache Integral aus drei Bestandtheilen zusammengesetzt werden. 
Die Trennungsflachen (Fig. 2.) der entsprechenden Theile des Volumens er- 
geben sich, wenn man durch die Curve z = $(§,y) eine cylindrische Fläche 
legt, deren Erzeugnngslinien mit der x Axe parallel sind , ond aufserdem durch 
den Funct (ß,x(Sy)^ parallel mit xz, eine Ebene. 

Die Grenzen der diesen drei Räumen entsprechenden Integrale sind 
(1.) Nach X von bis ^; nach z von bis (^(l»/); nach y von bis x(i)f 
(2.) . - . v(y,z); - - ö(S,r) - 0(0,;^); - - - x(&. 

(3.) - . - A(r); . - - ö(i(r),r); - - xiS) - x(0) 

auszudehnen, wo x=^q> (y, z) die Auflösung der Gleichung z = 0(x^ y) darstellt. 
Dies vorausgesetzt, ergiebt sich für die verlangte Transformation die Gleichung 

5. fis/'^'irr""n^,y;.)i. 



U 



ü ü a(f,y) ü 

reo ^ ^ 

Soll X die Veränderliche der ersten Integration bleiben, dagegen y zu 

m 

der der tweiten werden, so nimmt die Gleichung eine weitläuftigere Form 
an; denn das dreifache Integral ist dann bei der Aufeinanderfolge der Inte- 
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grationen in neoD andere Integrale za zerlegen. Die denselben entsprechenden 
räumlichen Beslandtheile erhält man, wenn man sich, anfser den im vorigen 
Falle bezeichneten TheUungsflöchen) noch vier aaf xy (Fig. 3.) parallele Ebenen 
vorstellt, welche durch die Puncte 

gehen; und dann eine cylinderische Fläche, deren Erzeugangslinien , mit der 
X Axe parallel, insgesamml darch die Curve gehen, deren Gleicbong 

z = eCHy^y-) ist. 
Die Bestimmong der Lage der nenn Raumlheile bat alsdann keine 
Schwierigkeit, und es genflgt, sn bemerken , dars die entsprechenden Integrale 
wie folgt zu nehmen sind: 
(1.) Nach jr von bis I; nach ^ von bii^CI); nach z von bis 0C£,x(O))» 

- - - v(l,*); ' - - «(£,;?({)) - «(fcO). 

- - v(l,») - ar(l); - - 6a,xi&) - ö(I*0), 

- - -z(l); - - Ö(l,0) -ö(0,;r(Ö), 
- - V(0,«); - - ö(0,;f(D>- tf(0,O), 

- - X(i) - XiOy, - - - ö(|,xtt)), 

- - »(s) - x(oy, - - da,x{&) - ö(o,x(0)), 

- - af(Ö - «(*); - - <?(l,z{9) - e(p,x(0)% 

- - X(i) - V(0,s); - - ö(0,/(0)) - «(0,;rtÖ). 
Gleichung ^==0O'(y)^y) bestimmt wird. 

Hieraus findet sich folgende Gleichung: 

(6.) rdx/'^''äyr"'Vi^,r,z)dz 

(I U 

äy äyj fix,y,z)dX'\'J dzj dyj f{x,y,z)dx 

\J dzJ dyJ f{x,y,%)dx\J dzJ dyJ f{x,y,%)dx 

•(fc/(B) w(') " <9(l,/(5}) r(^ « 

In diesen sechs Formeln ist die vollständige Lösung der Aufgabe enthaUen. 



(2.) - 


- - i; 


(3.) - 


- - ff{y,7.y. 


(4.) - 


- - 9)(r,^); 


(5.) - 


- - ff{,y,%)\ 


f«) - 


- - A(r); 


(7.) - 


- - AO'); 


(8.) - 


- - 9(y,a); 


(9.) - 


- - y(j',i); 


wo y = 


= ID(«) durch di( 




ober. 
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4. 

Man siebt leicht, dafs die rein-anafythcks Herleitung dieser Resultate 
mancbe, wenn auch nicht bedeutende Schwierigkeiten haben, jedenfalls aber 
weitläufiger sein würde« 

Aus den obigen Gleichungen lassen sich viele specielle Resultate, ähnlich 
denjenigen, welche ich früher bei den doppellen Integralen bemerklich machte, 
ableiten. Hier wollen wir uns auf die folgenden einfacheren Fälle beschränken« 

l^ Wenn ;f(j?) = ij, 6(x,y)=^ conslanl ist, so fallen alle Glieder, 
mit Ausnahme jedesmal des ersten, weg, und es ergiebt sich der Satz, dafs 
für constanle Grenzen die Integrationsfolge willkürlich ist. 

2^ Es sei in der Formel (3.) die Function f von y unabhängig. In 
diesem Falle geht sie in 

u 

3^ Ist in (5.) die Function f von x unabhängig , so erhält man 

Xi^ « X(^ ö(i(y),y) 

4^ Enthält die Grenze 6 nur die Veränderliche x, so folgt ans (4.): 

ndsr'drr"ax,r,z)äz 

ü 

=y dzj dxf^^'^^f^x, y, z) dy \J ''^dzj^'^dxj^^''^f{x, y, z) dy; 

Ü /9(|) o 

wo xsszq)(z) aus der Gleichung z=2 0{x) zu nehmen ist. 

5^ Enthält nur die Veränderliche y, so findet sich aus (5.): 

U O ;^(t) U 

CreUe*! ioarnal t d. M. Bd. XLY. Heft %. 23 
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6^ Unter derselben Voraussetzang erhalt man aus C^.)' 



J dxj^^^'^dyj* ^^^f{x,y,z)dz 



^(/(ft) 

wo y = tf;{z) aus der Gleichung z=^0{y) sich ergiebl. 

7^ Nimmt man an^ in der eben gefundenen Gleichung ^ei die Func- 
tion f von X unabhängig, so folgt 

^(;^(|)) 

U. s. w. 

Stuttgart, den 3. August 1852. 
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9. 
Notiz über einen elementaren Satz der Statik. 

(Von dem Herrn Injfenieur Dr. A, Winckler zu Carlsruhe in Baden.) 



Uie systematische Darstellung der elementaren Statik, welche die 
Lehrbücher auf verschiedenen Wegen anstreben, wurde, wie es scheint, we- 
sentlich gefördert werden , wenn schon gleich im Anfange das allgemeine 
Gesetz der virtuellen Momente eingeführt und in den einzelnen Fällen be- 
gründet würde. 

Die Möglichkeit davon ist leicht zq sehen. Es ergeben sich schon 
beim Parallelogramm der Kräfte die Sätze über die statischen und virtoellen 
Momente aus den Projectionen der Kräfte auf zwei senkrechte Axen^ und es 
folgen daraus^ fast ohne Weiteres, die Sätze über die parallelen Kräfte. 

Bezeichnen nämlich P und Q zwei auf einen Punct wirkende Kräfte 
und üf ihre Resultante; legt man durch jenen Punct eine gerade Linie, welche, 
etwa aufserhalb des Winkels (P(?) liegend, mit den Kräften P, Q, R resp. 
die Winkel a, b, c macht, und projicirt die Kräfte auf diese und auf eine 
darauf senkrechte Gerade, so findet sich unmittelbar: 

Rsinc = Psina-^Qslnbj 
ücosc = Pcostf-|" (?cosÄ. 
Bezeichnet ferner ^ die Entfernung eines auf jener Geraden ange- 
nommenen Punctes C vom Angriffspuncte A, und setzt man 

Jsinfl = p, dsinb =^ q, Jsinc = r, 
Scosa = p\ JcosA = q', dcosc = r', 

so sind p, q, r die Hebels-Arme und p', q\ r' die virtuellen Geschwindigkeiten 
der Kräfte in Bezug auf den Punct C, weiche mit den sin. und cos. der 
Winkel a, b, c gleiche Zeichen haben. 

Dies vorausgesetzt, erhält man die Gleichungen 

Rr=Pp^Qq, 
Rr.= Pp'\Qq\ 

durch welche die Resaltante der Gr6f8e und Richtung nach beslimml wird. 

23» 
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Hieraos ergeben sich nun auch die Gleichungen fflr die parallelen 
Kräfte, wenn man den Durchschnittspnnct A der Richtnngslinien der Krfifte 
anf CA, von C hinweg ins Unendliche fortrQcken lAfst, während die Kräfte P, Q 
und die Hebels -Arme unveränderlich bleiben, wogegen p', ff, r\ ohne Ende 
wachsend, stets mehr und mehr einander gleich werden. 

Alsdann findet sich nemlich: 

1. Wenn der Winkel (P0)<9O ist, aus 

JBr' = Pp''\'Qq' die Gleichung R = P^Q. 

(Die Gleichung fOr die statischen Momente bleibt, wie in den folgenden 
Fällen, unverändert.) 

2. Wenn (Pj?) > 90 und P>0 ist, also R näher an P als an Q 
liegt, aus der diesem Falle entsprechenden Gleichung 

Ar' = Pp'—Qq\ die folgende: R = P— (?. 

3. Wenn (P0)>9O und Ps= ist, also ß den Winkel der beiden 
Seitenkräfte halbirt, aus der entsprechenden Gleichung 

Ar' = Pp' — Pq\ die Resultante Ä = 0. 

Der Angriffspunct dieser Mittleren, welche in einer auf der der beiden 
Seitenkräfte senkrechten Richtung wirkt, liegt im Unendlichen; ihr 
Werth ist Null und man sagt daher, zwei gleiche entgegengesetzte 
parallele Kräfte haben kwie Mittelkraft. Ihr Moment aber behält stets 
den Werth P(;? + y). 

Wie beim Parallelogramm, läfst sich das Verfahren auch auf beliebige 
Kräfte in einer Ebene, auf das Parallelepiped und auf beliebige im Räume 
wirkende Kräfte, allmälig fortschreitend, anwenden ; was keiner weitern Ans- 
fflhrung bedarf. 

Einen so einfachen Gegenstand berflhrt zu haben, möge der Umstand 
rechtfertigen, dafs auch Poisifon in seine Mechanik (T. I. no. 43, 44, 50.) zwei 
verschiedene Herleitungen der obigen Sätze Ober die parallelen Kräfte auf- 
genommen hat. 

Carlsruhe, den 12. November 1852. 



177 



10. 

LehrsAtze« 

(Von Herrn Prof. J. Steiner zu Berlin.) 



1. „Zieht man aus den Ecken a, b, c eines gegebenen Dreiecks 
durch einen in seiner Ebene liegenden unbestimmten Puncl p Strahlen, 
welche die Gegenseiten beziehlich in den Puncten a^^ 6^, c^ treffen, und 
verlangt, es soll das Product 

ap'bp'Cp = pai*pbi'pCi 
sein, so ist der Ort des Puncts p diefenige dem Dreieck abc umgeschrie-- 
bene Ellipse, welche den Schwerpunct desselben zum Mittelpunct hat.^'* 

Ist also insbesondere das Dreieck gleichseitig, so ist der Ort von p 
der umschriebene Kreis. 

2. „Werden durch irgend einen Punct p in der Ebene eines 
gegebenen Dreiseits ABC diejenigen drei Geraden rr^^ ss^^ tty gezogen, 
welche beziehlich von den Seiten A und B, B und C, C und A begrenzt 
und durch den Punct p gehälftet werden, so liegen ihre drü Paar End^ 
puncte r, r^^ s,Si'^ t, t^ allemal in irgend einem Kegelschnitte C\ welcher 
nothwendigerweise den Punct p zum Mittelpunct hat. Und zieht man 
femer aus demselben Puncte p Strahlen a, ß, y nach den Ecken a, b, c 
des Dreiseils und construirt in jeder Ecke zu den zwei anliegenden 
Seiten und dem jedestnaligen Strahle den vierten, dem letztern zuge-^ 
(ordneten, harmonitrcAen Strahl, beziehlich a^^ ßi und y^^ so werden diese 
drei neuen Strahlen in den respectiven Ecken des Dreiecks allemal von 
einetn solchen Kegelschnitte Cl berührt, welcher jenetn Kegelschnitte C^ 
ähnlich ist und mit ihm ähnlich liegt, so dafs die sich entsprechenden 
Axen beider Kegelschnitte parallel, eben so ihre Asymptoten, falls sie 
Hyperbeln sinJ.^' — „Utngekehrt ist durch jeden dem Dreieck abc um^ 
geschriebenen Kegelschnitt Cl der Punct p, so wie der ihm zugehörige 
Kegelschnitt C^ bestimmt. Sotnit giebt es nur einen Pol p, für welchen 
der zugehörige Kegelschnitt C^ ein Kreis wird, oder bei welchem die 
drei Geraden tti^ ss^^ tti einander gleich werden; derselbe wird durch 
den dem Dreieck abc umgeschriebenen Kreis bestifmnt.''^ Ferner: 
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,, Sollen die Keyelschnilte C^ und Ci insbesondere gleichseitige 
Hyperbeln sein, so isl der Ort des Pols p eine bestimm/e Gerade H; nämr- 
lieh sind a^^ b^^ c^ die Fuf spunde der aus den Ecken a, b, c auf die 
Gegenseilen A, B, C gefällten Perpendikel , so liegen die drei Schnitte 
der Geraden a^b^ und C, a, C| und B, b^c^ und A in einer Geraden — 
und diese ist die genannte Gerade H^ Und 

„SoU insbesondere C^ eine Parabel sein, so zerfällt C^ in zwei 
Gerade, eiwä rst und r^s^l^^ welche jedesmal der Parabel- Axe parallel 
sind und gleichweU vom Pol p abstehen. Für diesen Fall ist der Ort 
des Pols p diejenige Ellipse, welche die Seilen des gegebenen Dreiecke 
in ihren MiUen berührt und somit den Schwerpunct desselben zum Mittet-- 
punct hat.'' U. s. w. 

3. Bei allen einem Kegelschnitte C^ eingeschriebenen rechtwinkligen 
Dreiecken bac, welche den Scheitel a des rechten Winkels gemein haben, 
gehen bekannliich die Hypotenusen bc sämmtlich durch irgend einen bestimm- 
ten Punct p. Somit entspricht jedem Puncto a in C^ auf diese Weise ein 
bestimmter Punct p. über den Punct p und dessen Beziehung zu dem Puncto a 
ist unter andern folgendes Nähere anzugeben. 

„Der Ort des Puncls p ist ein Kegelschnitt C|% welcher dem ge^ 
gebenen C^ ähnlich und mit ihm ähnlichliegend und concenlrisch ist; und 
zwar sind a und p stets symmetrische homologe Puncle beider Kegel^^ 
schnitte in Bezug auf deren gemeinsame Haupt-Axe X; d. h. der Winkel 
zuHschen den nach a und p gezogenen Halbmessern wird alletnal durch 
die Axe X gehälftety — Ferner: „Sind a, ß die Ualb^Axen von C^ und 
aj, ßi die Halb-Axen von C?, so ist 

«i^^^^rifTr und ^, = ^-7-^, oder 



«! + /^ . r, O < + fl] 



1» 



„Die in jedem Puncle p an Cl gelegte Tangente bildet in C^ eine Sehne 
b^Ci^ welche durch p gehälftet wird und gerade doppelt so grofk als die 
Gerade ap ist, so dafs der über b^ c^ beschriebene Kreis den Kegelschnitt C^ 
im entsprechenden Puncle a berührt; d. h. die gesammten Tangenten des 
Cl geben in C^ alle diejenigen Sehnen byC^^ welche Durchmesser solcher 
Kreise sind, die den C^ berühren y und jedesmal berühren jene Tangente 
und dieser Kreis die beiden Kegelschnitle Cl und C^ in einem Paar sieh 
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entsprechenden Puncten p und aJ*^ — Zieht man in C^ eine beliebige 
Sehne bc, welche den Ci in irgend zwei Puncten p schneidet, so schneidet 
der Ober derselben beschriebene Kreis den C^ in den entsprechenden zwei 
Puncten a. 

4. Die Mittelpuncte aller Kreise, welche in einer Ebene durch zwei 
feste Puncte a und Ui gehen, oder die Sehne aai gemein haben, liegen in 
einer die Sehne in ihrer Hilte, etwa Oq, rechtwinklig durchschneidenden Ge- 
raden AAi. Die auf entgegengesetzten Seiten der Sehne liegenden Theile 
dieser Geraden bezeichne man durch A und A^ und demgemäfs jeden Kreis 
durch A^ oder ^i, je nachdem sein Mittelpunct in A oder Ai liegt; der be- 
sondere Kreis aber, dessen Mittelpunct in Oo liegt, oder welcher die Sehne aCi 
zum Durchmesser hat, beifse A^. Eben so unterscheide man in Rflcksicht 
irgend zweier andern festen Puncte b und bi die durch dieselben gehenden 
Kreise durch JB^ und J9f, und bezeichne den besondern Kreis, welcher bbi 
zum Durchmesser hat, durch Bq. Alsdann läfst sich ein Satz wie folgt 
aussprechen : 

jjSind in einer Ebene irgend zwei Sehnen aui vnd bb^ in belieb 
biger fester Lage gegeben und man beschreibt über denselben je ein Paar 
solcher Kreise A^ und B'^, oder A^ und Bl^ deren Cenlriwinkel über den 
respecliven Sehnen einander gleich sind, so geht die gemeinschaflliche 
Secante (die Linie der gleichen Potenzen) jedes dieser Kreispaare stets 
durch einen und denselben bestimmten Punct p; und beschreibt man ver^ 
wechselt je ein Paar solcher Kreise A^ und Ä,*, oder AI und B\ deren 
Cenlriwinkel über den Sehnen ebenfalls einander gleich sind, so geht die 
gemeinschaftliche Secante jedes dieser Kreispaare durch einen andern 
bestimmten Punct q; und diese beiden Puncte p und q li^egen in der ge^ 
nmnschaßlichen Secante der besondern Kreise Aq und Bq^ 

5. Unter allen einem vollständigen Vierseit eingeschriebenen Kegel- 
schnitten befindet sich nur eine Parabel P^; sei c ihr Brennpunct und p, q, r, s 
ihre Berährungspuncte mit den Seiten des Vierseits. Seien ferner a und a 
die Brennpuncte irgend eines andern dem Vierseit eingeschriebenen Kegel- 
schnitts ^^^^ so wie pi^ 9^1, r^, Si die BerOhrungspuncte der aus denselben an 
die Parabel gezogenen zwei Paar Tangenten. In Bezug hierauf hat man fol- 
genden Satz. 

„Das Rechteck unter den Abständen der beiden Brennpuncte a, a 
jedes dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitts A^ vom Brennpuncte c 
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der Parabel P^ ist eonsfant (an Inhalt), und zwar gleich der Quadrat-' 
wurzel aus dem Product der vier Leitstrahlen, welche aus dem Brenn^ 
puncte der Parabel nach ihren Berührungspuncten mit den Seiten des 
Vierseits gehen.^^ Und ferner: y,Legt man aus den beiden Brennpuncten a, a 
jedes eingeschriebenen Kegelschnitts A^ an die Parabel P^ die zwei Paar 
Tangenten, so ist das Product der vier Leitstrahlen, welche aus dem 
Brennpuncte c der Parabel nach den Berührungspuncten {pi^ q^^ r^, s^ 
dieser Tangenten gehen , ebenfalls constant, und zwar gleich jenem vor- 
genannten Producte. Also ist: 

ca^ca = const. = -^{cp^cq^cr^cs)^ 
cpi'Cqi'Cr^'CSi = consl. = cp*cq*cr^csJ*'* 
Insbesondere sind also auch die Rechtecke unter den drei Paar Strahlen, 
welche aus dem Brennpuncte der Parabel nach den Gegenecken des Vierseits 
gezogen werden , an Inhalt einander gleich, und xwar auch gleich der ge- 
nannten Quadratwurzel. 

6. Der vorige Satz ist übrigens nur eine specielle Folge des nach- 
stehenden Satzes. 

„Sind a und a, b und ß, c und y die Brennpuncte irgend dreier 
demselben Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte, so findet zwischen ihren 
gegenseitigen Abständen allemal die Relation Statt, dafs z. B. 

ac^ac ay*ay 

bc'ße by»ßy 

ist.^^ Sind nun c und y insbesondere die Brennpuncte der Parabel P^ und 
ist Y der unendlich entfernte, so wird der Bruch rechts »=1, und daher 

ac^ac = bc*ßc ^= const.; 
was dem vorigen Satze (5.) gemifs« 
Berlin, im Mai 1852. 
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11. 

Coiubinatorische Aufgabe. 

(Von Herrn Professor Dr. J. Sieiner zu Berlin.) 



ä) W eiche Zahl , S, von Elementen hat die Eigenschaft, dafs sich 
die Elemente so zu dreien ordnen lassen, dafs je zwei in einer, aber nur in 
einer Verbindung vorkommen? Wie viele wesentlich verschiedene Anordnungen, 
d. h. solche, die nicht durch eine blofse Permutation der Elemente auseinander 
hervorgehen, giebt es bei jeder Zahl? 

b) Wenn ferner die Elemente sich so zu vieren verbinden lassen 
sollen, dafs jede drei freien Elemente, d.h. solche, welche nicht schon einen 
der vorigen Dreier (^i.) bilden, immer in mi€i/i aber nur in einem Vierer 
vorkommen, und dafs auch keine 3 Elemente eines solchen Vierers einem der 
vorigen Dreier angehören; so entsteht daraus keine neue Bedingung för die 
Zahl N. 

c) Sollen die Elemente sich weiter so zu Fflnfern combiniren lassen, 
dafs je vier unter sich noch freie Elemente, d.h. welche keinen der zuvor 
gebildeten Vierer (6.) ausmachen, noch einen der früheren Dreier (a.) ent- 
halten, immer in einem, aber nur in einem Fttnfer vorkommen, und dafs ein 
solcher Fünfer keinen der schon gebildeten Dreier noch Vierer enthält: welche 
neue Modification erleidet dann die Zahl N? 

d^ Und sollen die Elemente sich ähnlicherweise so zu Sechsern ver- 
binden lassen, dafs zu je fflnf unter sich noch freien Elementen ein bestimmtes 
sechstes gehört, aber keiner der so gebildeten Sechser einen der froheren 
Dreier oder Vierer oder Fünfer enthält; welche Beschränkung erleidet dann 
die Zahl N? 

e') Eben so sollen Siehner gebildet werden, so dafs zu je sechs unter 
sich freien Elementen ein bestimmtes siebentes gehört, aber ein solcher Siebner 
weder einen der vorigen Dreier, noch Vierer, noch Fünfer,' noch Sechser ent- 
hält. Und so soll fortgefahren werden, bis etwa für die Zahl N die Unmöglichkeit 
höherer Verbindungen dieser Art eintritt. Zudem soll auf jeder Stufe die allge- 
meine Form der Zahl i\, für welche die geforderten Combinationen möglich 
sind, angegeben, so wie umgekehrt gezeigt werden, ob bei jeder Zahl von der 
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aufgfefandenen Form, die geforderten Verbindungen auch in der TJial möglich 
sind. — Wenn z. B. in Mcksieht der ersten Bedingung (a.) allein die Zahl 
N von der Form 6fi-f-l oder 6n-f-3 sein mufs, so ist zu Iieweisen^ ißis 
für jede Zahl von einer dieser zwei Formen auch in der Thal die JV Elemente 
sich auf die geforderte Art zu iN(N — 1) Dreiern verbinden lassen. Nämlich 
aus den gestellten Bedingungen folgt leicht, dafs 

die Zahl der Dreier = — ^ ~ ^ , 

Vierer -~ mN-i){N-3) 
Vierer — j-^ , 

- - . Fünfer == mN-lHN-3)(N-7) 

runrer - 2.3.4.5 ' 

. . . Sechser = AW- 1 ) (A--^^^^^^^^^ 
. . . Siebiier= iV(^-~l)(iV---3)(iV-7)(^ 

<c.o.4.5.D.7 
U. S. W. ist 

Auf die vorstehende Aufgabe wurde ich vor etwa sechs Jahren ge- 
legentlich durch eine geometrische Betrachtung (bei Untersuchungen- Ober die 
Doppeltangenten der Curven vierten Grades) geführt. Diese Betrachtung gab 
wohl einiges Licht über die Natur der verlangten Combinationen^ aber sie ge- 
nügte doch nichts den Gegenstand vollständig aufzuklären. Der für die Mathe- 
matik leider zu früh verstorbene Dr. Eisenstein ^ welchem die Aufgabe vor 
IlUigrer Zeit mitgetheill worden, sagte mir späteri, dafs er aus dem Falle (aJ)^ 
den er vorerst allein in Betracht zog, einige Anwendungen auf Beispiele der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung machen könne. — Man kann die Aufgabe anch 
ügärlich so stellen, dafs man sich unter den AT Elementen eben so viele 
in einer Ebene beliebig liegende Puncte denkt, welche nnler analogen Bedin- 
gungen zu Dreiecken (a.), Vierecken (*.), Fünfecken (c), u. s. w. verbunden 
werden sollen. 

Berlin, im November 1852. 
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12. 

Aufgaben und Lehrsätze. 

(Von Herrn Professor Dr. J. Steiner zu Berlin.) 



1 . ä) ,,Soll ein Kegelschnitt beschrieben werden, weicher eine ge- 
gebene Curve vierten Grads in irgend vier Puncten und nebstdem noch 
eine in derselben Ebene gegebene Gerade berührt, so ist die Zahl der 
Lösungen =252." Oder allgemeiner: 

*) „Soll ein Kegelschnitt eine gegebene Curve vierten Grads in 
irgend vier Puncten und zudem eine (in derselben läbene) gegebene 
Curve n''" Grads in irgend einem Puncle berühren, so ist die Zahl der 
Lösungen im Allgemeinen, 

= 126n.(n+ir 

2. Ks giebl, im Allgem^nnen, 126 Kegelschnitte, welche eine gege-^ 
bene Curve vierten Grads in irgend vier Puncten berühren und nebsl^ 
detn durch irgend einen gegebenen 'Punct gehen'' 

3. „Es giebt, im Allgemeinen, 63 Kegelschnitte, welche eine be- 
liebige Curve vierten Grads in irgend einem auf ihr gegebenen Puncte 
und nebstdem in noch irgend drei andern Puncten berührend 

4. „Es giebt, im Allgemeinen, 756 solche Kegelschnitte , welche 
eine beliebige Curve vierten Grads in irgend einem Puncte, a, vierpuncäg 
und zudem in irgend zwei andern Puncten, b und c, einfach (d. h. zwei- 
punctig) berühren.'^ i,Die 756 Berührungspuncte a ordnen sich zu \2 
und 12 in 63 bestimmte Gruppen und durch die Vi Puncte jeder Gruppe 
geht je eine Curve dritten Grads'' — „Welche Beziehung haben diese 
63 Curven dritten^ Grads zu einander?" 

5. „Hie viele solche Puncte, a, giebt es in einer allgemeinen 
Curve vierten Grads, in welchen sie von einem Kegelschnitte sechspunclig 
berührt wird?" 

[Nax^h einer gewissen Betrachtung sollte die Zahl der verlangten Pnncte 
= 324 sein; allein es fallen von denselben in jeden Wendungspunct der ge- 
gebenen Curve eine bestimmte gleiche Menge, denen keine eigentliche Kegel- 
schnitte entsprechen, sondern dieselben werden durch die doppelt gedachte Wen- 

24» 
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dongstangente vortrelen. Fielen nun in jeden Wendangspanct etwa 8 oder 9 
der gedachten Pancte, so blieben noch 132 oder 108 eigentliche Lösungen 
fibrig; wie viele fallen in jeden? Durch ein gleiches Verfahren habe ich 
früher die 27 Puncte, a, bestimmt, in welchen die Cnrve dritten Grads von 
einem Kegelschnilte sechspunctig berührt wird (Bd. 32. S. 182 dies. Journ.). 
Dabei fielen von den 54 Pun^cten, welche die allgemeine Betrachtung anzei^^ 
in jeden Wendungspunct drei, so dafs nur 27 blieben.] 

6. a) Wie viele solche Puncte, a, giebt es in einer Curve 5**% 6**% 
7'^", . . . Grads, in welchen dieselbe von einem Kegelschnitte sechspunctig 
berührt wird? 

6) Wie viele solche Puncte giebt es in einer Curve vierten Grads, 
in welchen sie von einer Curve dritten Grads lOpunctig berührt wird? Und 
allgemein, wenn m>n: 

c) Wie viele solche Puncte giebt es in einer Curve m*'''* Grads , in 
welchen sie von einer Curve w^*" Grads 4^(w-f l"Hn-j 2)punctig berührt wird? 

7. d) Einen Kegelschnitt zu finden, welcher eine gegebene Curve 
fünften Grads in fünf Puncten berührt. Wie viele Lösungen giebt es? — 
Dafs die Zahl der Lösungen ansehnlich grofs sein mufs, erhellet aus dem 
obigen Satze (1. /?.), der als ein specieller Fall anzusehen ist, und wobei die 
Zahl der Lösungen schon 252 betrögt^ aber gleich v/ohl bedeutend geringer 
sein wird, als für den allgemeinen Fall. 

V) Wie viele Kegelschnilte giebt es, welche eine gegebene Corvo 
6**", 7**% m^" Grads in fünf Puncten berühren? 

8. „Durch Jeden beliebigen Puncl p in der Ebene einer Curve 
^un Qjrads gehen, im Alljfemeinen, 3 n (n — 1 ) Krümmungskrüse der letz-- 
tern.^^ Liegt der Punct p insbesondere in der Curve selbst, so ist der 
ihm zugehörige Krümmungskreis drei/ ach zu zählen, oder die Zahl der 
durch ihn gehenden Krümmfmgskreise ist um 2 geringer. — So gehen also 
z. B. durch jeden Punct in der Ebene eines Kegelschnitts, im Allgemeinen, 
6 Krflmmungskreise, und wenn der Punct in ihm selbst liegt, nur 4. 

9. „Soll ein Kreis eine gegebene Curve in irgend zwei Puncten 
berüliren und zudem durch einen in ihrer Ebene gegebenen Punct p 
gehen, so giebt es, im Allgemeinen, 

i.«(N-l)[(»-fl);«-t-2)-8I 

Lösungen:' — Ist also die gegebene Curve vom 2"", 3'*", 4"", 5'*', , . . Grad, 
so ist dio Zahl der Lösungen bezichlich 4, 36, 132, 340, .... — „Wenn 
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der Punct p insbesondere in der gegebenen Curve selbst liegt , so wird 
letztere von 

n{n + i) — 4 

lösenden Kreisen in p selbst berührt, und dann ist Jeder von diesen 



Kreisen doppelt zu zählen, oder die Zahl der Lösfingen wird um eben 
so viel verringert*' 

1 0. „Soll ein Kreis durch zwei gegebene Puncte gehen und nebst" 
dem eine gegebene Curve n^^" Grads berühren, so finden, im Allgemeinen, 

«(n + l) 
Lösungen statte 

Berlin, im November 1852. 



186 



13. 

Eine Erweiterung der Malfattischen Aufgabe. 

(Von dem Herrn Prof. Dr. Schellbach zu Berlin.) 



In ein sphärisches Dreieck LALN drei Kreise zu beschreiben, von 
denen jeder die beiden andern und zwei Seiten des Dreiecks berührt. 

Die den Ecken Ly M, A' gegenOberliegenden Seiten des Dreiecks 
mögen l, m, n heifsen. Die Entfernungen der Berflhrungspuncte der Kreise 
und des Dreiecks von diesen Ecken bezeichne man durch X, fx, v. Setzt 

man dann 

i:(/+m+n) = s, 

l — *==«, m — s=b, n — s = c, 

also 

a-^-b-^-c = Sy 

so erhfllt man leicht folgende Gleichung: 

^. ^ cosacos/ cos2g sing sin^ sinz . 

^ '^ cos« sin« — - . 

Sucht man jetzt aus der Gleichung 

ro -x cos flf cos J cos c , sin« sin 6 sine ^ 

^ ^ cos* * sin« 

den Winkel a, so finden sich aus den Gleichungen 

rn^ r \ \ cos(« + l(a— -a)) j . V cos(« — i(a — a)) 

(3.) cos (y 4» 2r) = ^ ;, , ^ ^^ und cos (y — «) = — "^ ./V ^^ 

^ ^ v/ I / cos^(«-f«) cos4(a-fa) 

die Gröfsen y und z. 

Die Gleichung (2.) löset man bekanntlich durch Einführung eines 
HQlfswinkels (p auf, den man aus der Gleichung 

(4.) lg(p = igbigccols 
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berechnet. Man findet dann 

rtL^ f X cos* cos QP 

(5.) cos(a — cp) = r ^• 

^ ^ VT-/ COSÖCOSC 

Mit Hälfe rechtwinkliger sphärischer Dreiecke lassen sich die Gleichungen 
(3. 4. und 5.) construiren. 

Eine gehörige Vertauschung der Buchstaben giebl aufser den Gleichun- 
gen (1. und 2.), entsprechend, noch zwei andere Gleichungen, fiei dieser 
Auflösung brauchte nicht die Summe a-j-^-f ^ darzustellen, sondern kann ein 
beliebiger Bogen sein. 

Berlin, im October 1852. 



Druckfehler und Verbesserungen in diesem Hefte. 



S. 103 Z. 7 V. 0. st. gelegt 1. zerlegt 

— 103 — 14 V. 0. sl. welches 1. welche 

— 103 — 14 V. u. St. eine der 1. gleichzeitig die 

— 104 — 9 V. 0. St. dasselbe 1. gleich 

— 104 — 9 V. u. fuge man bei: zu bestimmen, 

— 105 — 10 V. 0. statt der Gleichung 1. im Allgemeinen mehrere Doppel -Integrale von 

dx I f(Xy y) dy, 

— 106 — 10 V. u. St. cos^^ 1. cos^nx 

— 112 — 2 V. u. sl. umgehrte 1. umgekehrte 

— 116 — 11 V. u. st. der Axen 1. den Axen 

— 117 — 10 V. o. sl. Constanten und l. Constanten, 

_ 124 — 6 V. u. St. •[a6Ä+6*m-f26(6in — an)]i? 1. /[a6i-f 6*m»-)-26(4m — a/i)i?] 

— 126—8 V. o. sl. (ac—b^)fi I. (ac — i'jiy* 

— 126 —10 \r. o. sl. arcsm-^— ^7- — ;^ — - 1. arc sm — ^ — ^ 

V(ac) V(az) 

— 127 — 3 Y. u. St. ^log . ' V/Ai f I- iilog . ^ V/ri ' 

^ ^ {b—'^{b*—ac) r *6 — ^(**— oc) 




OrelU^,./huma/ i^ Jf€i6^,gd, 4J ffcfbt. 





e-^^..^^^!^^.,^^^^ ,,,^^^^^^ 





:^^ A, ^. -^^^>i.i ^ (^le^JLQ 





D'Mu^j^ oX./L^^ -^-^r<S::^^0 





. ^a_ H*^ ^ ^^^^' 7 "- ^r-^-^ Trr" J~t^- 







^y—js»*. 



^Wi^/^ j^ >^ ^-^ -^ ^- »^ ^Vv^^ 





m;. ^U^ A^ ^i^ ^ j, s-^^ ^LC^ yCv^.,^ 







1 

j 



JO^j^^ 






.j^. *y/^/..^J; n.^^!t,n^2,,..^Jl^ 






jj^^^^xy*- fy^ f-f^9^ 
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14. 

Über einige neue Bestimmungs- Arten der Ciirven 
zweiter Ordnung nebst daraus folgenden neuen 

Eigenschaften derselben Curven. 

(Von Herrn Professor Dr. 3. Steiner so Berlin.) 

(AaaiQg au» einem am 4. MSrc 1852 in der Akademie der Wisaent. gehaltenen Vortrage.) 



§. 1- 

JUie zwei hier sunAchsl folgenden Beslimmnngs-Arten der Kegelschnilte 
sind den bekanntra beiden Erzeugungsweisen derselben ^ nAmlich durch die 
Brennpuncte oder durch den* einen Brennpunct und die zugehörige Leitlinie, 
gewissermafsen itnalog und umfassen sie als besondere Ffllle. Die erste Art 
besteht darin: dafs, statt die Summe oder Differenz der nach den Brennpuncten 
gezogenen Leitsirahlen als gegeben anzunehmen, hier die Summe oder Dif- 
ferenz zweier Tangenten, welche aub dem beschreibenden Puncto an zwei 
feste Kreise gezogen werden, als gegeben angesehen wird. Bei der zweiten 
treten an die Stelle der Leitlinie irgend eine Anzahl beliebige gegebene Ge- 
rade, auf welche aus dem beschreibenden Puncto Perpendikel gefAlIt Und mit 
dem Leitstrahl nach dem einen Brennpuncte, so wie mit dem aus diesem letztern 
auf dieselben Geraden herabgelassenen Perpendikel in bestimmtes VerhAltnifs 
gesetzt werden. Die daraus hervorgehenden beiden SAtze lauten wie folgt. 

L „Sind in einer Ebene irgend zwei Kreise A^, B^ gegeben und 
man zieht aus einetn willkürlichen Puncte ^ an jeden Kreis eine Tan-- 
gente a, ß und verlangt , es soll entweder die Summe, (ce-f /^)> ^^^^ ^^ 
unterschied (a — ß oder ß — a) dieser Tangenten einer gegebenen Länge I 
gleich sein, so ist der Ort des Punctes 2S^ allemal irgend ein Kegel'- 
schnitt C^, welcher jeden der beiden Kreise doppelt berührt (reell oder 
imaginär), und von dessen Axen immer die eine oder andere auf der 
ffßttetpnnctsHnie AB der Kreise liegte Und umgekehrt: „Werden einefn 
gegebenen- Kegelschnitte C^ irgend zwei ihn doppelt berührende Kreise 
A^ und B^ eingeschrieben, deren Blittelpuncle A und B jedoch in der 
nämlichen Axe desselben liegen, so haben die aus jedem Puncle X^ des 
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Kegehchnitta an die Kretse gezogenen Tangenten a, ß stets irgend eine 
hesthnmte Länge l entweder zur Summe oder zum Unterschied; und 
zwar findet im Altgemeinen beides statt, nämlich der Kegelschnitt wird 
durch die Berührungspuncte mit den Kreisen in vier Bogen getheilt und 
für zwei dieser Bogen findet Summe (a -|- /3 == /) , dagegen für die beiden 
andern Unterschied (« — /?=/ oder ß—a = l^ statt:' 

IL jjSind in einer Ebene beliebige n Gerade 6?^, 6?,, Cj, ... G^ 
und irgend ein Punct A gegeben und werden die aus einem willkürlichen 

Puncte X auf die Geraden gefällten Perpendikel a?i , a?2 , a:, i ^« *^- 

ziehlieh durch die aus dem festen Puncte A auf dieselben Geraden her-^ 

abgelassenen Perpendikel a^^ a^^ a^^ An dividirt, die erhaltenen Quo-- 

tienten respective mit gegebenen Coefficienten a^ , 02^ CX3 , • . • • oc^ multiplicirt, 
und wird verlangt, es soll die Sumine dieser Producte gleich sein dem 
aus A nach X gezogenen Leitstrahl AX = x dividirt durch eine ge^ 
gebene Länge a, also es soll 

sein, so ist der Ort des Puncts X allemal irgend ein Kegelschnitt C% 
welcher den Punct A zum Brennpunct hat, und von welchem der Krüm^ 
mungshalbmesser r im Scheitel der Uaupt~Axe durch die n Coeffidenten 
und die Länge a unmittelbar bestimmt ist, nämlich es ist 

r = («i + a2 + «3-|- + 0«; 

eben so hängt die dem Brennpuncte A zugehörige, Leitlinie G des Kegel" 
Schnitts C^ nur von den n Coefficienten (und den festen Elementen) ah, 
so dafs, wenn man die Länge a nach einander alle fVerthe, von bis 00^ 
annehmen läfst, dann eine solche Schaar Kegelschnitte C^ entelekt, 
welche den Brennpunct A und die zugehörige Leitlinie G gemein haben, 
und bei welchen der genannte Krütnmungshälbmesser r zu der zugehörigen 

Länge a constantes Verhältnifs hat, — = «!-{- «2 + + ««•" 

Redaciren sich beim ersten Satee (I.) die gegebenen Kreise A\ BP 
«of ihre Mittelpuncte A, B und lätst man beim zweiten Satze (TL) alle ge- 
gebenen Geraden, bis auf eine, fort, so erhfilt man die Eingangs erwShiiteD 
swei bekannten Sätze. 
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§. 2. 

Zanfichst will ich hier in Rdcksicht des zweiten Satzes nur einen Um- 
stand knrz andeuten und sodann den ersten Satz einer ausführlicheren Er- 
örterung unterwerfen. 

Die genannte Leitlinie G ist nfimHch dadurch bestimmt, dafs sie in ge- 
wissem Sinne eine Axe mittlerer Entfernung ist, in Rücksicht der gegebenen 
n Geraden, deren zugehörigen Coöfficienten und des Punctes A, und zwar 
in dem Sinne dafs, wenn a^ und x^ die aus den Puncten A und X auf die 
Linie G gefällten Perpendikel sind, dann für jeden Punct X der Ebene stets 

ist. Die Leitlinie G ist jedoch hierdurch nicht absolut, sondern vieldeutig be- 
stimmt. Denn da man in Rücksicht jeder der gegebenen n Geraden die beiden 
entgegengesetzten Seiten derselben durch die Zeichen -{- und — zu unter- 
scheiden hat, und da man diese Zeichen nach Belieben wechseln kann, so 
entstehen, durch diese Wecbselung, bei denselben gegebenen Elementen 
(d.h. bei denselben n Geraden 6r|, ß,, .... &„, denselben n Coefficienten 
ai, tts, .... a„, demselben Puncte A und derselben Lflnge ä) yiele verschie- 
dene Leitlinien G und zugehörige Kegelschnitte C^, und zwar ist ihre Zahl, 
im Allgemeinen, = 2""^ 

So sind also z.B. bei nur zwei gegebenen Geraden Gi und ^^^ ^Qch 
zwei verschiedene Leitlinien, etwa G und H, möglich; dieselben gehen beide 
durch den Schnittpunct jener Geraden und sind zu ihnen zugeordnet harmo- 
nisch, u. s. w. Ich übergehe hier die weitere Entwickelung dieses Gegenstandes. 

§. 3. 

L Um nun den ersten Satz (§-l9L) umstflndlich zu erörtern, wollen 
wir mit dem bestimmten Falle beginnen, wo die gegebenen Kreise A^ und B^ 
aufsereinander liegen, wie etwa (Fig. 1. Taf. V.) die Kreise Ua UiUi und Vb V^b^ 
über den Durchmessern UUi und VVi^ und um die Mittelpuncte ^1 und B. 

Es ist erforderlich, folgende Elemente näher zu fixiren, so wie auf 
gewisse Neben -Umstände aufmerksam zu machen. 

Man bezeichne die (Gröfse der) Radien der Kreise A\ B^ durch a^, 6^; 
den Abstand ihrer Mittelpuncte von einander, die Strecke AB, durch 2c; sei 
M die Mitte der Strecke AB, also MA=:MB = c. Die unbegrenzte Gerade. 
UABN heifse Axe und werde durch X bezeichnet; U und {7^, V und Vi 
seien die Endpuncte der in der Axe liegenden Durchmesser der Kreise. 

25 ♦ 
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Man bezeichDe ferner die Lflnge der aus den Pancten V nnd Fj^ ^^ d^n 
Kreis A^ gezogenen Tangenten beziefalicb darcb v und Vi^ und eben so die 
ans den Puncten U und Ui an den Kreis B^ gehenden Tangenten durch tf 
und tfi* bt Radius a^'^b\ so ist yon den 4 Tangenten u die gröfste uAd 
Ui die kleinste, nflmlich ihre Folge ist: «>> r^ >>r>>tri. Die Gerade L sei 
die sogenannte Linie gleicher Potenzen der gegebenen Kreise, d. b. der Ort 
aller Puncto, aus denen die Tangenten a, ß an beide Kreise einander gleich 
sind, a=/? oder a — /$=0. Ferner seien R, Ri die flufseren gemein- 
schaftlichen Tangenten der Kreise, und a und b, a^ und h^ ihre Berflhrungs*- 
pnncte; ihr gegenseitiger Schnitt x ist der flufsere Ahnlichkeitspunct der Kreise. 
Eben so seien S, Si die Innern gemeinschaftlichen Tangenten, a und ß, 
«1 und ßi ihre BerQhrungspuncte ; ihr Schnitt Xi ist der innere Äbnlicbkeitsr 
punct der Kreise. Diese zwei Paar gemeinschaftlichen Tangenten werden durch 
die 8 BerQhrungspuncte, durch ihre gegenseitigen 4 Schnittpuncte 9^ S^ 9i9 Si 
und durch die 4 Schnitte m, fi, fi^^ m^ der Linie Ij so begrenzt, dafs die 
Abschnitle folgendermafsen einander gleich sind: 

1) ii4 = ii^*, = |^j,==jpj, und «/? = a,/?i = 93==j^,ji, 

2) Äj = *j^ = *,j^i = fliji = aj = /?, V = /99, == a,j,, 

3) ma = #ii6 = ;i) = /upi = etc. , und »13 = »ij> = ^ = ;i/S = etc. 
Daher stehen die Diagonalen i^pi und 331 oder Y und Z des durch die vier 
gemeinschaftlichen Tangenten gebildeten vollständigen Vierseits RR^SSi gleich- 
weit voh der Linie L ab, sind mit dieser zu der (dritten Diagonale xXi oder 
der) Axe X senkrecht, und in RQcksicht der Puncto y, z und r/to, in welchen 
sie die letztere schneiden, ist y/t^y = i/i,,2r. Die vier Berflbrungspuncte a, b, 
ai^ 61 der fiufsern Tangenten R, Ri liegen in einem Kreise M\ welcher den 
vorgenannten Punct M zum Mittelpunct bat. Eben so «liegen die vier Be- 
rfibrungspuncte a, ß, cci, ßi der beiden inneren Tangenten S, Si in einem 
andern Kreise M^; und gleicherweise liegen die vier Wechselscbnitte'K^, K^i, 3, 3^ 
der fiufsern mit den innern Tangenten, nebst den Mittelpuncten A, B der 
gegebenen Kreise, in einem dritten Kreise Jfo um denselben Mittelpunct M, 
der somit c = MA zum Radius hat. Die aus dem Puncto M auf die Tan- 
genten /{, jR|, j9, iSi gefällten Perpendikel haben beziehlich «it, »t|, ^, ju^ 
zu Fufspuncten, also ihre Fufspuncte auf der Linie L. 

Endlich sei ZV die Mitte der Strecke xXi zwischen den Äbnlichkeita- 
puncten x und Xi. Der mit Nx=iNxi = n um den Punct N beschriebene 
Kreis AP heifst der Ahnlichkeilskreis der gegebenen Kreise A^ und B^, 



14, J. Steiner, neue Besiimmungs- Arien der Curv.en zweiter (hrdnung. 193 

II. Ldfst man die bestimmende Lfingo / nach einander alle Werthe, 
von bis oo , durchlaufen , so entsteht die ganze Schaar Ortscurven C^ oder 
S(C^)^ welche der obige Satz (§.1vlO in sich begreift. Wie auch diese 
Curven die Ebene bedecken mögen, so ist' doch klar« dafs durch jeden Punct X^i 
der Ebene nur zwei derselben gehen ; denn sind a, ß die T9ngenten aus JEj) 
an J^, B\ so ist fflr die eine Cnrve /=:a-f /9 und fflr die andere l=za — ß 
oder =/? — a. Wie sich gleich nachher zeigen wird, ist für jede gegebene 
Lftnge /leicht zu entscheiden, ob die zugehörige Ortscnrve C^ Ellipse JE% 
Byperbel W, oder Parabel P^ sei, und wie sich dieselbe näher gegen die 
Kreise A^, B^ verhalte. Nflmlich die Cnrve C^ ist H^ oder E\ je nachdem 
die Lfinge 1<^AB oder lZ>AB, und ist gerade /=^A = 2 c^ so findet 
die einzige Parabel P^ statt. In Rdcksicht ihres Verhaltens gegen die gege- 
benen Kreise zerfallen alle Hyperbeln in drei Gruppen, die durch Gr(Hl)^ 
Chri^tjl^) und Gr(Hl) bezeichnet werden sollen; von ihnen, so wie von der 
Gruppe Ellipsen, Gr{E^)^ sind folgende nähere Umstände anzugeben. 

1) Fflr die Werthe von /=0 bis l=aß (L) entsteht die erste 
Gruppe Hyperbeln, Gr{Hl)^ sie beginnt (fflr /==^0) mit der Linie L (die 
man sich als doppelt zu denken hat, als Hyperbel, deren beide Zweige in der 
zweiten Axe zusammengefallen sind) und ettdet mit dem Paar innere Tan- 
genten (SSj)y für l = aß = aißi. Von jeder H^ liegt die Haupt- Axe auf 
der Axe X, und von ihren Zweigen umschliefst der eine den Kreis A% der 
andere den Kreis i?^; «her anfänglich berührt sie beide Kreise imaginflr, bis 
l=tii (I.) wird, wo sie den gröfsern Kreis A^ in Ui berflhrt, und zwar 
4punctig, so dafs er der Krflmmungskreis in ihrem Scheitel üi ist; von da 
ab berührt die H^ den Kreis A^ in zwei reellen Pnncten, aber den Kreis B^ 
noch imaginär, bis J=v und damit B^ ihr Krflmmungskreis im Scheitel V 
wird; von da ab berflhrt Hi beide Kreise reell, ^bis zu ihrer Grenze (SSi). 
Die reellen Berflhrungspuncte aller Hl liegen also Ifings der Kreisbogen 
aü.a^ und ßVß,. 

2) Den Werthen von l = aß bis 4 = ab entspricht die zweite Gruppe 
Hyperbeln, GrfJ^)^ sie beginnt mit dem Paar innere Tangenten {SS^ und 
endet mit dem Paar flufsere Tangenten (AAi); von jeder J9^ liegt die zweite 
Axe auf der Axe X, und von ihren ziVei Zweigen berflhrt jeder beide Kreise 
von Aufsen; alle vier Berflhrungspuncte sind stets reell und liegen in den 
swei Paar Kreisbogen aa und Uia^^ bßi ui^d. h^ß. 
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•n Hat / die Worihe von l=ah bis l=JB, so entsteht die drilte 
fJrnnpe Hyperbeln, GrJH). beginnend mit den «ufseren Tangenten (Ulli) 
* A dend mit der Parabel P^ die, wie schon bemerkt, dem Werthe l^=AB 
t^Dricbt, und welche die Kreise etwa in den Puncten a und ai^ b und Bi 
berühren soll Von jeder Bl umschliefst der eine Zweig beide Kreise und 
berührt sie reell; ihre Haupt- Axe liegt auf JT und die Berahrungspuncle liegen 
in den Bogen fia und tfiai, AB und hi%i. 

4) Hat endlich / die Werthe von I = AB bis / = oo; so entsteht 
die Gruppe Ellipsen, Gr(E^)^ die mit der Parabel P^ beginnt und mit einer 
gant im Unendlichen liegenden Ellipse, =El^ endet. Jede E'^ umschliefst 
beide Kreise, ihre Haupt- Axe liegt auf JT/ anfänglich berührt sie jeden Kreis 
in zwei reellen Puncten, bis l=Vi wird, wobei sie den Kreis B^ im Puncte Ft 
vierpunctig berührt und ihn zum Krflmmungskreise hat; vo.n da ab berOhrl 
die E^ nur noch den Kreis A^ reell, bis /= ti wird, wobei sie ihn im Puncte U 
vierpunctig berührt und zum Krflmmungskreise hat; von hier ab sind alle Be- 
rührungen imaginfir. Die reellen Berührungspuncte aller £^ liegen in den 
Bogen aüai nnd 6 Tibi. 

Bei diesem Durchlaufen der ganzen Schaar Ortscurven durch stetiges 
Wachsen der Linge l, durchläurt der Mittelpunct der Curve C^, der C heifsen 
mag, die Axe X in unveränderter Richtung, und zwar durchziehen die Mitlel- 
puncte der verschiedenen Gruppen folgende bestimmte Strecken der Axe X. 
Bei der Gr^HJ: rückt der Mittelpunct C «von fito bis Xi; bei der Gr{H}) von 
Ti bis r; bei der GryJBtl) rückt C, in gleicher Richtung, von x bis ins Unend- 
liche« bis tum Mittelpuncte C« der Parabel P^, und bei der Gr{E^) endlich 
kommt C aus dem Unendlichen, von C«, nach U, A, ... bis zuletzt nach 
M zurück, so dafs dieser letzte Punct 31 gerade der Mittelpunct der letzten 
Ellipse El ist, die dem Werthe /=(x entspricht und ganz im Unendlichen 
liegt. — Hiemach durchlfluft der Mittelpunct C die ganze Axe X, bis auf die 
Strecke ^fm,,; in dieser Strecke liegen Mittelpuncte imaginärer Ortscurven. 

Für jede gegebene Lflnge / sind die Berührungspuncte der zugehörigen 
Curve C^ mit den gegebenen Kreisen A'^ und B^, unter andern, wie folgt 
leicht zu construiren. Um z. B. die Berührungspuncte mit dem Kreise A^ in 
finden, trage man auf irgend einer Tangente des Kreises B\ etwa auf der 
Tangente R, von deren Berfihrungspunct b aus die gegebene LSnge / ab, 
nehme bbtj=zh so schneidet der mit Bb^ um den Punct B beschriebene 
HOlfskreis B^ den Kreis A^ in den verlangten Berflhrnngspuncten ; nnd im 
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Falle er ihn nicht wirklich schneidet, so ist auch die BerOhrnng imaginär, aber 
alsdann ist die Linie der gleichen Potenzen der Kreise jBo und A^ (d. h. ihre 
ideelle gemeinschaftliche Secante) zugleich die ideelle Berührnngssehne von 
C^ und A\ Ehen so findet man die Beröhrungspuncte von B^ und C^ Danach 
sind also z. B. auch die vorerwähnten Berflhrungspuncle a, ai, S, Si der Para- 
bel P^ leicht zu finden, fOr welche man bb^i = AB zu nehmen hat. Eben so 
sind die Berflhrungspuncte jeder der beiden Curven C^, welche durch irgend 
einen gegebenen Punct X^ gehen, leicht zu erhalten; u. s. w. 

III. Die Brennpuncte der S{C^) haben bemerkenswertbe Lage und 
sind insgesammt einem interessanten Gesetz unterworfen. 

Die zweite Gruppe Hj/perbeln, die 6rr (JB,^), hat zum Ort ihrer 
Brennpuncte den Ähnlichkeitskreis A^^ so dafs die Endpuncte jeder zum 
Durchmesser xXi senkrechten Sehne dieses Kreises, zugl^ch die Brenn^ 
puncte einer H^ sind. 

Von alten übrigen Ortscurven dagegen liegen die Brennpuncte in 
der Axe X, aber jede zwei zusammengehörige Brennpuncte sind zu den 
Ahnltchkeitspuncten x und Xi zugeordnet harmonisch. Danach mofe die 
Parabel P^ den Mittelpunct N des Ähnlichkeitskreises zum Brennpunct haben, 
weil der ihm, in Bezug auf x und Xi^ zugeordnete harmonische Punct im Un- 
endlichen liegt. Die mehrgenannte besondere Ellipse El hat die Mittelpnncte 
A, B der gegebenen Kreise zu Brennpuncten , denn dieselben sind zo x und Xi 
harmonisch und stehen gleichweit vom Mittelpunct M der E^ ab *). Ferner 
werden hierdurch auch die Brennpuncte jener besondern ersten Hyperbel Hi 
bestimmt, welche aus der doppelten Linie L besteht (IL 1.), denn da die- 
selbe offenbar m^ zum Mittelpunct hat, so sind y und z als ihre Brennpuncte 
anzusehen, indem sie zu x und ^i harmonisch sind und gleichweit von nio ab- 
stehen, yr/ij, = 2:»iü (L)- 

Demnach sind die Brennpuncte aller Ortscurven folgendem gemeinsamen 
Gesetz unterworfen: 

,jDas Rechteck unter den Abständen der beiden Brennpuncte, etwa 
f und fi , jeder Ortscurce C^ von dem Puncte N (dem Brennpunct der 
Parabel P^ oder Mittelpunct des ÄAnlichkeitskreises N^) ist constani. 



*) Bei jeder gewöhnlichen Ellipse reducirt sich der doppelt berührende Kreis, wenn 
sein Mittelpunct in einem Brennpuncte liegt, auf seinen Mittelpunct, d. h. sein Radius wird 
sssO (s. Bd. 37. S. 175 dies. Journals); die obige besondere Ellipse £2), deren Umfang 
im Unendlichen liegt, macht also hierin eine Ausnahme. 
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und zwar *=i ii% d- h. gleich dem Quadrat des Radius des AhnHehkestS'- 
kreises, also stets fN.f^N^nV 

Ist der Hittelpunct C einer Ortscurve C^ gegeben, so sind hiernach 
die Brennpuucte f und fi derselben bestimmt und leicht zu finden^ Nämlich 
liegt C im Durchmesser xXi^ so sind ^wie bereits angegeben) die EndpoDCte 
der in C auf xXi recht winlcligen Sehne des Kreises 2V^ die verlangten BreoD— 
pancte. Liegt dagegen C auf der Verifingernng des Durchmessers, nach der 
einen oder andern Seite hin, 'So ist die aus C an den Kreis iV^ gesogene 
Tangente gleich der Excentricitfit der zugehörigen Curve C^, so dafs der mit 
der Tangente um C beschriebene Kreis die Axe X in den verlangten Brenn- 
puncten f und fi schneidet. — Darauf gestützt, sind nun weiter auch die 
Axen der Curve C^, so wie die ihr zugehörige Länge / zu finden. Nämlich 
setzt man die bereits gefundene Excentricität Cf=:Cfit=^y, und bezeichnet 
die halben Axen der Curve durch a und ß, die Radien der Kreise Ä^ ond 
B' durch a und 6^ statt wie oben (L) durch a^ und b\ so ist im ersten Falle 

azy = a : Af = b : Bf, 
dagegen im andern Falle 

ß'if = ^lAf.Af^ = b^iBf.Bfr, 
dort findet man a, hier zunächst /9^; an beiden Orten findet man die jedes- 
malige andere Axe aus der bekannten Relation zwischen a, ß und y. Die 

Länge / wird bestimmt durch 

liAB = a :y. 

IV. Die Puncto, in welchen irgend eine Ortscurve C^ die Kreise iP, B^ 
berflhrt, mögen beziehlich p und /ii, q und yi beifsen. „Die Berührungen 
sehnen ppi und qq^ sind der Linie L parallel, stehen jedesmal ßMchweit 
von ihr ab , und sind, wie sie, zur Ax€ X senkrecht; (und zwar findet 
dies auch in dem Falle statt, wo die Berührung imaginär und die Sehtiem 
ideel sind).'^^} Und umgekehrt: „Jede zwei mit der Linie L parallele 
und von ihr gleichweit abstehende Gerade, sind die Berührungssehness 
irgend einer Ortscurve C* mit den gegebenen Krisen J^ und JBV — 
Ferner: „Die aus den Puncten p und pi an den Kreis B^ gezogenen 
Tangenten ß, sind den aus den Puncten q und q^ an den Kreis A* je- 
henäen Tangenten a gleich, und zwar sind beide gerade der, der Cfurve C* 
zugehörigen Länge l gleichJ"^ 

***) Dieser Satz befindet sich schon in einer froheren Abbandlang von mir, aof 
welche bereits vorhin verwiesen (Bd. 37. S.i76 dies. Journals ). 
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„Die vier Berührungspuncte p, Pi, q, qi liegen allemal in einem 
Kreise SV, der den oflgenannten Punct M zum Mit/elpunct hatJ*^ Und 
umgekehrt: „Jeder um M beschriebene Kreis M^ schneidet die gegebenen 
Kreise A\ B^ in solchen zwei Paar Puncten, in welchen sie von irgend 
einer Ortscurve C^. berührt werdend 

„Die acht Puncte, in welchen die gegebenen Kreise von je zwei 
Ortscurven berührt werden, liegen jedestnal in irgend einem dritten KegeU 
schnitte, etwa D^.'*^ So liegen also z. B. auch die acht BerOhrungspuncte 
a, a^^ b, bi und a, cti, ß, ßi der zwei Paar gemeinschafUichen Tangenten 
R, Ri und S, Si in irgend einem Kegelschnitte ü^"" Und umgekehrt: „Legt 
man durch die vier Berührungspuncte p, //|, q, qi einer Curve C^ einen 
beliebigen Kegelschnitt D\ so schneidet dieser die Kreise A^, B^ in solchen 
vier neuen Puncten p^ und p^^ ff^ und y^, m welchen sie von irgend einer 
andern Ortscurve, etwa C7, berührt werdenJ*^ 

„Die gegenseitigen vier Schnittpuncte Je zweier Ortscurven C^ undCl 
Hegen Jedesmal in einem Kreise SP um ilf;'^ und umgekehrt: „Jeder um 
Bi beschriebene Kreis M^ schneidet Jede Ortscurve C^ in vier solchen 
Puncten, durch welche altemal noch irgend eine andere Ortscurve Cl 
geht.'"'' So schneidet also jede Curve C^ insbesondere auch die Tangenten R 
und R^ in 4 solchen Puncten, welche in einem Kreise liV liegen, und zwar 
bilden die Tangenten gleiche Sehnen in der Curve; eben so verhdit es sich 
mit den Innern Tangenten jS> und Si\ und noch mehr: 

„Die vier Tangenten R, R^, S, Si bilden in* Jeder Ortscurve C* 
mer gleiche Sehnen, und zwar sind diese Sehnen gerade der Jedesmaligen 
zugehörigen Länge l gleich, und ihre Mitten liegen sdmmtlieh in der 
Linie L, und sind die Puncle m, m^, fi, ^i.*^ Danach sind ffir jede gegebene 
Länge / sogleich diejenigen acht Puncte anzugeben, in welchen die vier Tan- 
genten /t^ iZ|, S, Si von der zugehörigen Ortscurve C^ geschnitten werden. 

Werden die zwei Paar BerOhrungspuncte p und pi^ q und qi jeder 
Ortscurve C^ wechselseitig durch Gerade verbunden, denkt man sich die je 
vier Geraden pq, pq^^ p^q, p^qi gezogen, die „Wechselsehnen^'* heifsen 
sollen, so haben alle Wechselsehnen folgende gemeinsame Eigenschaft. 

Jede Wechselsehne bildet in den gegeben/sn Kreisen gleiche Sehnen ; 
d. h. schneidet z. B. die Gerade pq die Kreise A^ und B^ zum zweiten 
Mal, etwa in den Puncten p^ und ^, so ist stets die Sehne pp^ = qq^J" 
Femer: 

CraUe*a Joornal f. d. M . Bd. XLV. Heft 3. 26 
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„Die Mitte, etwa m, jeder Wecheeleehne liegt m der Linie L, und 
das aus dem Pnncfe M auf dieselbe gefällte Perpendikel trifft sie in 
ihrer Mitte m. Daher berühren alle JVechselsehnen insgesammt eine 
Parabel, etwa ^% welche M zum Brennpuncl und die Linie L zur 
Tangente im Scheitel m^i der Axe hat, und welche namentlich mit den 
Kreisen J? und B^ die 4 Tangenten R, R^^ S, Si gemein hat (die selbst 
specielle Wechselsehnen sind)/' 

Die Berührungstangenten der Curve C^ und der Kreise A^ and i 
d. b. diejenigen Tangenten, welche in den Pmiclen p und /^i, q mui ^i su 
gleich die Curve und die respecliven Kreise berühren, sollen P und Pi^ 
Q und Qi heifsen. Diese 4 Tangenten haben analoge Eigenschaften, wie die 
4 Puncte; todessen will ich hier nur einige davon angeben und die fibrigen 
der spfiteren Betrachtung fiberlassen, wo statt der Ki^lse A^ und B'^ beliebige 
Kegelschnitte gegeben sind. 

Der Schnitt PPj^, d. h. voo P mit P^, heifse p, und der SchniU QQi 
heifse pi\ ferner mögen die Wecheelschnkte PQ und PiQ^ PQi ^^d P^Q 
beziehlich durch q und qi, r und ti bezeichnet werden, so dafs also p und p^^ 
q und qi, r und Xi die Gegenecken des vollstfindigen Vierseits PPiQQi sind. 

^yDie Puncte p und p^ liegen in der Axe X und sind stets zu den 

Ähntichkeitspuncten x und Xi zugeordnet harmomsch.^'* 

** 
„Der Ort aller Wechselschnilte q, q^ v, (i ist der AhnlichkmiS'^ 

kreis NV Hierbei ist ein Neben -^Umstand zu bemerlten. Die Tangenten P 

und Pi werden einmal die fiufsern gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise 

A'^ und 2V^, wobei sie JV^ in den Puncten r*^ und ti berfihren, und ein ander* 

mal werden sie die innem gemeinschaftlichen Tangenten derselben, wobei 

sie N^ in den Puncten q^^ und qjf berühren: und alsdann haben die Berühr 

rungssehnen fx^l und q"qi die Eigenschaft, dafs sie den Kreis B^ in den 

Puncten Vi und V berühren, indem dabei gleichseitig die beiden Tangenten 

Q und Qi anf die jedesmalige Sehne fallen und die Curve C^ den Kreis B'^ 

im betreffenden Puncto- Vi oder V vierpnnctig berOhrt (IL)- Umgekehrt: 

„Legt uuin an zwei aufsermnander liegende beliebige Kreise A^ und N^ 

die zwei Paar gemeinschaftlichen Tangenten, und zieht in dem einen oder 

andern Kreise, etwa in 2V% die beiden Berührungssehnen rFx!i und q^qV 

der Tangentenpaare, beschreibt über der Strecke ViV, welche diese 

Sehnen in der Axe X begrenzen, den dritten Kreis B\ so haben 

Kreise B^ und 4^ den Kreis Af' zum AhdUiehkeitskreisJ*' 
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§. 4. 

Wenn die gegebenen Kreise A^ und B^ einander schneiden, oder der 
eine ganz innerhalb des andern liegt, so treten in Rflcksicht der angegebenen 
Eigenschaften (§• 3.) gewisse Andeningen ein, oder neue Umstdnde hinzu, 
zu deren Verstdndnifs die Bedingungen fflr den beschreibenden Punct JTq 
(§. 1, I.) etwas umfassender gestellt werden müssen. Der allgemeinere Be- 
griff ist: dafs man die Potenzen des Punctes JTo in Bezug auf die Kreise ins 
Auge farst (S. Bd. I. S. 163 d. Journ.). Da nun die Potenz eines Punctes X^ 
in Bezug auf einen Kreis A^ sowohl dtsfsere als innere sein kann, und als 
solche entweder durch das Quadrat der aus ihm an den Kreis gezogenen 
Tangente a, oder durch das Quadrat der halben kleinsten Sehne, etwa ^i, 
die durch ihn geht, reprdsentirt wird, je nachdem der Punct aufserhalh oder 
innerhalb Aes Kreises liegt: so kann also bei zwei gegebenen Kreisen J? 
und B'^ ebensowohl auch nach dem Orte des Puncts gefragt .werden, ffir 
welchen die Summe, 0Lx'\'ßi^ oder der Unterschied, «i — /?i oder /?i — «i, 
der durch ihn gehenden halben kleinsten Sehnen der Kreise einer gegebenen 
Länge / gleich sein soll; und alsdann Ififst sich diese Bedingung mit der 
obigen aber die Taugenten a und ß in die umfassendere Forderung ver- 
einigen: Den Ort des Punctes X^i anzuffeben, für wetchen die (Quadrat-) 
Wurzeln der gleichartigen Potenzen in Bezug auf die gegebenen Kreise 
A^ und B^y eine gegebene Länge ly entweder zur Summe oder zum Unter- 
schiede haben. Wenn nun auch die örter fflr innere und äufsere Potenz 
getrennt bleiben und demselben / nach jeder Art ein besonderer Kegelschnitt 
entspricht, so stehen beide Arten doch in einem gewissen Zusammenbang, und 
ergänzen einander auf naturgemäfse Weise. — Ferner kann man eben so den 
Ort desjenigen Puncts Fu verlangen, fOr welchen die Summe oder Differenz 
der Wurzeln der ungleichartigen Potenzen (d. h. der Tangente an den einen 
Kreis und der halben kleinsten Sehne im andern Kreise), der gegebenen 
Länge / gleich sein soll. In diesem Falle ist jedoch der verlangte Ort im 
* Allgemeinen eine Curve vierten Grads. 

Mit Bezug hierauf, erleiden die obigen Eigenschaften, bei der ange- 
deuteten veränderten gegenseitigen Lage der gegebenen Kreise, nachstehende 
Modificationen. 

§. 5. 

L Man lasse die beiden Kreise ^^ und B^ (Fig. 1. Taf. V.) einander 
näher rtlcken, bis sie mit den Puncten üi und V aneinanderstofsen und sieh in 

26» 
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einem Puncte (UiV) berühren, so fallen beide innera Tangenten iS und Sg Mut 
die Linie L, und diese wird die BerAhrnngstangente der Kreise im Poocte 
{UiV)\ in diesen Punct rflckt auch der innere Ähnlichkeitspunct Xg^ so wie 
viele andere Puncto. Damit verschwindet Jene erste Gruppe Hyperbeln, die 
Gr{Bl) ($.3. II.)? indem ihr Endglied (^SS^ sich mit ihrem AnfangsgUede L 
vereinigt, oder sie reducirt sich auf dieses einzige Glied L, welches jetzt 
zugleich das Anfangsglied der zweiten Gruppe, ChriHi)^ ist. Diese Gruppe 
endet, wie zuvor, mit dem Paar ftufsern Tangenten (RR^\ eben so bleibt 
bei den übrigen Gruppen alles unverändert. 

II. Wenn die Kreise J? und B^ einander schneiden, wie (Fig. 2. Taf. VI.}, 
so geht die Linie L durch ihre Schnitte r und s, und auch der Ähnlichkeitskreis 
N'^ = xrXiS geht durch dieselben. Die Gr{^Ul) beginnt hier wieder mit der 
Linie L und endet mit (jRjRi); aber ihre Brennpuncte erfQlIen nicht melir dM 
ganzen Ahnlicbkeitskreis iV% sondern nur den Bogen rxs desselben. Die 
Gr{Hl)^ so wie die €rr(JS^) behalten ihre froheren Eigenschaften ($.3.11.). 
Dagegen kommt jetzt eine neue Gruppe Ellipsen, etwa Gr{El)^ hinzu, die 
durch innere Potenz (durch die halben Sehnen ai, ß^) bestimmt werden, und 
welche innerhalb beider Kreise, in dem krummlinigen Zweieck rV^UiT liegen, 
also von jedem Kreise umschlossen und doppelt berQhrt werden, so dafs die 
zweite oder kleine Axe jeder E^ auf die Axe X fftllt. Diese Gr{El) ist 
in gewissem Sinne als Fortsetzung der Gr{Hl) anzusehen; nftmiich der Über-* 
gang findet durch die Linie L statt, welche beiden Gruppen angehört, indem 
die Strecke rs als eine El^ dagegen die beiden unendlichen Strecken jen- 
seits r und s als eine 112 zu betrachten sind ; und zwar entsprechen .beide 
demselben Wertbe von l, nflmlich /=0 oder bezieblich ai=zßg und as=ß; 
auch sind fQr beide die Puncto r und s als Hauptscheitel und zugleich als 
Brennpuncte anzusehen. Dadurch stehen die Breunpuncts-Örter beider Grappen 
in innigem Zusammenhang; so wie die Brennpuncte der Gr{Hi) in dem Bogen 
rxs, liegen die Brennpuncte der Gr (El) in dem andern Bogen rxgS des 
Ähnlicbkeitskreises iV% so dafs die Endpuncte jeder zu der Strecke m^Xg 
senkrechten Sehne des Bogens rxgs zugleich die Brennpuncte einer El sind. 
Die Hittelpuncte der Gr(Ei) liegen somit in der Strecke m^Xg* Ltfst man 
die Lange I, von /=0 an, wachsen, so rflckt der Hittelpunct Eg der Orts- 
corre El von m^ bis Xi ; hier erreicht / (= ag -f /9|) ein bestimmtes Grens- 
maximum und die Curve reducirt sich auf ihren Hittelpunct Xi* ^In diesem 
Falle, wo also der. Ort des Punctes Xo auf die einzige Lage in Xg bescbrinkt ist, 




i4. J. Steiner, neue Bestimmungen Jrien der Curvcn zweiter Ordnung. 201 

stellt sieb das genannte Maximum aach nur in den durch Xi gehenden halben 
kleinsten Sehnen dar, die beide in der zur Axe X senkrechten Geraden axgh 
liegen, so dars Xia-f Xib = a6 das Grenzmaximum von / ist. Also: „Unter 
allen innerhalb beider Kreise J} und B^ Hegenden Puncten hat der 
innere Ähnlichkeitspunct Xi die Eigenschaft, dafs die Summe der durch 
ihn gehenden kleinsten Sehnen ein Maximum istJ** 

Die Puncto p und /»i, q und fr^, in welchen die Kreise A\ B^ von 
je einer innern Ortscurve Ef berührt werden, sind eben so durch Hfilfskreise 
zu construiren, wie oben (§. 3. IL)? sobald die Lfinge / gegeben ist. Ndmiich, 
wird z.B. im Kreise A^ eine Sehne gezogen, deren Länge =21 und deren 
Mitte bn heifsen mag, so schneidet der mit iff^o um B beschriebene Kreis BS 
den Kreis A^ in den verlangten BerQhrnngspuncten p und pi . So sind ferner 
auch die Grenzen, wo die reelle BerQbrung aufhört, analogerweise anzugeben, 
wie oben. Wird die halbe kleinste Sehne, die im Kreise A^ durch den Punct 
V geht, durch v, und die halbe kleinste Sehne, die im Kreise B^ durch den 
Punct Ui geht, durch ti| bezeichnet, so berfihrt die Curve El den Kreis A^ 
oder B^ nur so lange reell, als die Lflnge / beziehlich kleiner als tii oder v 
ist, und ist gerade / = ti| oder l=v, so werden die Kreise in den Puncten 
üi oder V vierpunctig berQbrt und sind KrQmmungskreise der Curve. Wenn 
Radius a';>b, so ist V^u^ und dann beginnt die imaginflre Berabrang mit 
A^ frflher, als mit jB^ — Man denke sich eine Curve iS|, welche die Kreise 
^% B'^ in reellen Puncten // und /»i, g und g^ berührt, so findet für alle 
Puncto X^i in den beiden Bogen der E^^ welche zwischen den BerQbrungs- 
pnncten verschiedener Kreise, also in den Bogen pg und pigi liegen, stets 
Summe, cij^-\^ßi = l9 dagegen für die Bogen ppi und ggi^ welche von den 
BerQhrungspunclen des nämlichen Kreises begrenzt werden, stets Unterschied, 
beziehlich /3i — «! = ' und «i — ßi = l, statt. Werden die Puncto p und pi 
imaginär, ist l>Uj^ und l<v, so wird E^ durch die Puncto g und g^ in 
zwei Bogen getheilt, wovon demjenigen, welcher dem Puncto üi näher liegt, 
Summe «i-j-A) dagegen dem andern, näher an V liegenden, Unterschied, 
0| — /^x, entspricht. Sind alle vier BerQhrungen imaginär, so findet ffir alle 
Pnncte X^ in El nur Summe, a|-|-/9^ = /y statt. Gleiches konnte auch oben 
($.3. II.) Aber die Gr{E'^) bemerkt werden, und eben so ist bei den ver- 
schiedenen Gruppen Hyperbeln das ungleiche Verbalien ihrer Bogen in dieser 
Hinsicht leicht näher anzugeben. 
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III. Dringt der Kreis B^ tiefer in den Kreis A^ hinein, bis der Panct Vi 
in Ui zu liegen kommt und die Kreise einander nur noch in einem Puncto 
(UiVi) berfihren, so fallen die äufsern gemeinschaftlichen Tangenten jR und Ri 
auf die Linie L, und diese wird die Berflhrungstangente der Kreise im Puncto 
(f7|F^), auch ist dieselbe als der lotste Rest der jetzt auch yerschwondenen 
zweiten Gruppe Hyperbeln, Gr^EH^^ so wie zugleich als das Anfangsglied der 
dritten Gruppe, €rr(Hl\ anzusehen. Nebst den Schnitten r und s rückt auch 
der fiufsere Ähnlichkeitspunct x in den Punct (I7iF|}, so dafs der Ähnlich- 
keitskreis iV^ sich mit den gegebenen Kreisen in demselben berührt. Die 
innere Gruppe Ellipsen, Gr{El)^ wird hier vollständiger, ihre Brennpnncte 
erfüllen den ganzen Ähnlichkeitskreis und ihre Mittelpuncte dessen Durch- 
messer xXi^ Das Anfangsglied der Gr{Ei\ entsprechend dem Werthe / = 0, 
besteht aus dem Puncto {UiVi); aufser ihm kann keine andere JEJ| den Kreis JL? 
reell berühren, gleich wie der Kreis B^ von keiner äufseren OrtscurVe reell 
berührt wird, aufser von der Linie L. Eben so reducirt sich das Endglied der 
Gr(El) auf den Punct Xi, wenn / sein Grenzmaximum erreicht, wie vorhin (IL)« 

IV. Befindet sich endKch der Kreis 0^ ganz innerhalb des Kreises J?^ 
wie (Fig. 3. Taf. VL), so liegt die Linie L in bestimmter Entfernung jenseitsr 
beider Kreise, wogegen die Ahnlichkeitspuncte r und Xt so wie der Ähnlich- 
keitskreis iV^ innerhalb des Kreises B^ liegen. Hier beginnt die noch fortbe- 
stehende Gr{Hl) mit der Linie L, bei dem Werthe /=0, und endet, bei 
lz=zAB, mit der Parabel P% welche zugleich der Anfang der Gr(E!^ ist, 
die mit El endet, wie oben (§. 3. IL). Was dagegen die innern OrtsenrvBii 
betrifft, so beginnt die Gr{Ei) mit dem fiufseren Ähnlichkeitspunct x^ und 
zwar bei demjenigen Werthe von I, welcher das Minimum der Differenz 
a^ — ßi ist. Nfimlich dies beruht auf dem folgenden Satze: „Unter alten m- 
nerhalb des Kreises B^ liegenden Punclen X^ hat der äufsere Ähnliek^ 
keitspunct x die Eigenschafty dafs die Di/ferenz der durch ihn gehenden 
kleinsten Sehnen 2a^ und 2ßi ein Minimum ist. Die in x zu der Axe X 
rechtwinklige Gerade alx enthalt diese zwei besondern Sehnen, so dafs also 
ra — rB = a6 gerade der genannte Wertb von / ist, für welchen die erste El 
sich auf den Punct x reducirt. Eben so reducirt sich das Endglied der Gr(El) 
auf den innern Ähnlichkeitspunct Xi und entspricht demjenigen Werthe von l, 
welcher das Maximum der Summe (Zi^ßi ist, und sich in der in Xi zu JT recht- 
winkligen Geraden aiXiBi unter Xi ai -f Xi Bi = Oi (i darstellt, wie oben (II.). 
Für die Gr{El) hat somit dieLfioge / den Spielraum von /=a6 bis /=a|Bi. 
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Bei der gegenwärtigen Lage kann der Kreis A^ hm von den flafsern 
Ortscurven Gr{H^) und Gr{E\ hingegen der Krpis B^ nur von den inneren 
Gr{El) reell berührt werden. Die Grenzen, wo beiderseits die reelle Be- 
rShrung beginnt und aufhört, sind gleicherweise bestimmt, wie oben, und eben 
so sind, bei gegebener Länge l, die BerQhrungspuncte durch das bereits an- 
gegebene Verfahren leicht zu construiren. Ein Neben-Umstand, betreffend die 
äufsern Ortscurven, soll hier noch hervorgehoben werden. 

Ob von der Gr{Hl) ein Theil zu reeller Berflhrung mit dem Kreise A^ 

» 

gelangt, oder nicht, hängt davon ab, ob yi<ZAB oder Ui^AB, d. h. ob 
die aus dem Puncto C7i (der von allen Puncten in A^ dem Kreise i}^ am 
Dichsten liegt) an den Kreis B^ gezogene Tangente u^ (§.3. L) kleiner oder 
gröfser als AB ist. Ist gerade v^ = AB, so berührt allein das letzte Glied 
der Gr{H^)^ die Parabel P^, den Kreis A^ noch redl, und zwar in U^ vier- 
punctig. Ist hingegen ti| >> AB, so folgen nach der P^ auch noch eine be- 
stimmte Abtheilung Ellipsen von der Gr{E'^)^ welche nicht reell berühren, 
und die zur Unterscheidung durch Gr{El.) bezeichnet werden sollen. Für 
alle Puncto X^^ in einer solchen Ellipse EL findet nur Differenz ß — a=^l 
statt (dasselbe gilt in diesem Falle auch von jeder H^}. Die Gr(EL) ent- 
sprechen den Werthen von / = ^0bis l = Ui. Im letztern Falle, bei / = «i, 
entsteht diejenige Ellipse, welche den Kreis A^ in Ui vierpunctig berührt und 
für deren ganzen Umfang wohl noch Differenz ß — a=/ statt hat, aber die 
dennoch zugleich der Anfang der reell berührenden Ellipsen E^ ist. Von da 
ab, wenn / wächst, berührt E^ den Kreis A^ in zwei reellen Puncten p und p^^ 
durch welche sie in zwei Bogen getheilt wird, wovon demjenigen, der den 
Punct Ui umspannt, Summe a -f /9^ dagegen dem andern, über 17, Differenz ß — a 
entspricht. Wird /=:ii (Tangente aus 17 an i9^), so tritt die letzte reell 
berührende E'^ ein, die den Kreis A^ in U vierpunctig berührt, und für deren 
ganzen Umfang nur Summe a-f /? statt findet. Von hier ab, wenn / fort- 
wächst bis zu / = oo, entsteht in Gr{E^) eine neue Abtheilung von solchen 
Ellipsen, etwa &r(JS4), welche den Kreis A'^ auch nicht reell berühren, 
aber für deren ganzen Umfang nur allein Summe a-f/9 vorkommt. Somit 
giebt es unter der Voraussetzung, dafs u^^AB, in der Gr{E^) zwei ge- 
trennte Abtheilnngen, Gr{El) und Gr(El)^ welche beide den Kreis A'^ um- 
schliefsen und imaginär berühren, aber dennoch darin sich wesentlich unter- 
scheiden, dafs für die ersten nur Unterschied ß — a, hingegen für die andern 
nur Summe a-f/9 vorkommt. Dieses verschiedene Verbalten wird durch 
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folgende nähere Beziehang der beiden Kreise zu den respectiven Carven 
aufgeklärt. Man bezeichne allgemein die Brennpuncte einer Ellipse dorch 
f und /*!, und die Krfimnoungsmittelpuncte der Scheitel ihrer Haupt- Axe durch 
k und Atx, so liegen die letztern Puncto zwischen jenen, und zwar soll A: 
näher an f und ^i näher an f[ liegen. Die Mittelpuncte aller Kreise, welche 
die Ellipse imaginär doppelt berflhren, fallen in die Strecken fk und fiki 
(S. Bd. 37. S. 175 d. Journ.). Hiernach iäfst sich das Verhalten der Gr{El) 
und Gr(El.) gegen die gegebenen Kreise Ä^ und B\ wie folgt näher angeben: 

,,Bri jeder Ellipse EL liegen die Mittelpuncte Ä und B der Kreise 
beide in der nämlichen Strecke fk oder fik^, wogegen bei Jeder Ellipse E^ 
dieselben in verschiedenen Strecken liegen, der eine in fk und der an-- 
dere in fki^ 

Auch ergiebt sich aus Allem der folgende Satz: 

yjZu zwei in einanderliegenden gegebenen Kreisen J^ und B^ kann 
es nur dann solche Orlscurven El, geben, für deren ganzen Umfang nur 
allein Differenz ß-^ a = i statt findet, wenn ti| ;>• AB ist, und dabei hat 
alsdann die Länge l den Spielraum von l=^AB bis l=:u^y Und nm^ 
gekehrt: „Beschreibt man in eine gegebene Ellipse zwei solche, sie ima^- 
ginär doppelt berührende Kreise, deren Mittelpuncte beide in der nämlichen 
Strecke fk oder fki liegen, so findet für alte Puncte X^^ in der Ellipse 
dieselbe conslante Differenz ß — a = / statt, und es ist allemal Uy ;> AB, 
die Constanfe l aber gröfser als AB und kleiner als u^^ 

§. 6. 

Aus der vorhergehenden Betrachtung ist leicht zu ermessen, dafs wenn 
in einer Ebene drei beliebige Kreise ä^, B^ und D\ deren Mittelpancto 
A, B und D \ü derselben Geraden X liegen, gegeben sind, dann im Allge-» 
meinen immer ein solcher Kegelschnitt C^ möglich ist, welcher in Rficksidit 
je zweier Kreise eine ihnen zugehörige Ortscurve ist, und welcher somit 
jeden Kreis doppelt berührt. Die jedem Kreispaar entsprechende Länge / ist, 
unter andern, wie folgt zu bestimmen« 

Sind a, b und d die Radien der Kreise, werden die Abstände ihrer 
Mittelpuncte von einander, nämlich ilB = 2 b , AD = 2h und BD = 2 a ge- 
setzt, und wird die Länge / fflr die Kreispaare A^ und i}% A^ und D\ 
B^ und D^ beziehlich durch 2A, 2ili, 2)^ bezeichnet, so bat man, wenn B 
zwischen A und D liegt, die Relation: 
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b 



ab 



(afl^_bi^4.brf'4.abb), 



l, = \{(Oia^ — W-\-X>d^^(iU), 



ab 

bb 



(aa^-B6H*>rfH<^^*>)^ 



§. 7. 

Wird Dun ferner, in Rflcksicht auf zwei gegebene Kreise J^ und i}\ 
der Ort desjenigen Punctes Fu verlangt, fOr welchen die Wurzeln der uo*- 
gleichnamigen Potenzen eine gegebene Länge / entweder znr Samme (a-{-/?i 
oder /3-f ^i) ^^^^ *^^ Unterschiede (a — /?i, /?i — a oder /?— «i, ai — /?) 
haben soll (§. 4.)9 wobei also der Punct Fg nothwendigerweise jedesmal 
innerhalb des einen und aufserhalb des andern Kreises liegen mufs: so findet 
man, dafs dieser Ort, im Allgemeinen, eine Curve vierten Grades ist, =C^ 
welche jeden der beiden Kreise in vier Puncten berührt (reell oder imaginflr), 
die gleicherweise durch coucenlrische HOlfskreise {B^ und AQ leicht zu con- 
slruiren sind , wie bei der obigen Betrachtung (§. 3. IL und §. 5. IL). 

Wenn jedoch hierbei insbesondere /s=0 sein soll, d.h. wenn nur der 
Ort desjenigen Punctes }\) verlangt wird, welcher in Rucksicht der beiden 
Kreise ungleichnamige aber gleiche Potenzen hat, a=ißi oder ß = a^^ so 
reducirt sich die Curve C* auf einen doppelten Kreis, indem die beiden Theile, 
aus denen sie sonst besteht, fär diesen Fall zusammenfallen und einen einzigen 
Kreis bilden, etwa CJ. Dieser Kreis Co ist auch dadurch bestimmt, dafs er den 
oft genannten Punct iU^ die Mitte von AB, zum Mittelpunct und mit den ge- 
gebenen Kreisen die Linie L gemeinschaftlich zum Ort der gleichen Potenzen hat. 
Wenn daher die gegebenen Kreise A'^ und B^ einander schneiden, wie (Fig. 2. 
Taf. VL), so geht auch CS durch ihre Schnitte r und s; befindet sich B^ ganz 
innerhalb w^^ wie (Fig. 3.), so liegt CJ in dem Räume zwischen i9^ und ^^; 
und liegen endlich Jl^ und fi^ aufsereinander, wie (Fig. 1. Taf. V.), aber so, 
dafs M innerhalb A^ fällt, so kann der Kreis CS auch noch reell sein und liegt 
dann ganz innerhalb ^^ Aus diesen Angaben ergiebt sich der folgende Satz: 

„Der Ort der uiigleichna$nigen gleichen Potenzen zweier gegeheneu 
Kreise A^ und B^ ist ein bestimmter dritter Kreis Co, dessen Mittetpunct 
M di^ Mitte der die Mittetpuncte der gegebenen Kreise verbindendetä 
Geraden AB ist, und welcher mit diesen Kreisen den Ort der gleichen 
(und gleichnamigen) Potenzen, die Linie L, gemein hat.'*^ Oder, unter 

Crelle*a Journal f. d. M. Bd. XLV. Heft 3. 27 
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anderer Auffassung, auch so: „Der Ort des Mittelpuncte Yq degenigm 
Kreises 17, welcher von dem einen gegebenen Kreise, JP oder B\ gleich^ 
viel von wetcAeniy recMunnklig und von dem jedesmaligen andern im 
Durchmesser geschnitten wird, ist ein bestimmter Kreis Co, dessen Mittel'- 
punct M die Mitte von AB ist, und welcher mit den gegebenen Kreisefi 
eine (reelle oder ideelle) gemeinschaftliche Secante L hat.^^ 

Wenn ferner die gegebenen Kreise JP und B^ insbesondere concentrisch 
sind^ so zerfällt die Curve C*, bei jeder gegebenen Lftnge l, in zwei mit 
jenen concentrische Kreise C^ und Cl^ deren Radien c und Ci dem Gesetz 
unterworfen sind, dafs stets 

isti^ d. h., dafs die Summe der Quadrate dieser Radien eonstant, und 
zwar der Swnme der Quadrate der Radien der gegebenen Kreise A^ 
und B^ gleich ist, in welche letztere jene Kreise C^ und C? auch in der 
That übergehen, wenn l=u:=Vi wird (§.3. L). — Für / = fallen die 
Kreise C^ und C^ aufeinander^ bilden den vorgenannten Kreis Cq^ ffir dessen 
Radius ^o vnan hat: 

§. 8. 

Die obige Betrachtung föhrte auf eine unendliche Schaar Curven zweiten 
Grads, S{C^)^ welche die zwei gegebenen Kreise A^ und B^ doppelt be« 
röhren ; allein diese Schaar umfafst nicht alle Kegelschnitte, welche die Kreise 
doppelt berühren, vielmehr giebl es, im Allgemeinen, noch zwei andere 
Sobaaren, die diese Eigenschaft auch besitzen. Über die beiden letztem Ke- 
gelschnittschaaren sollen hier noch einige bemerkenswerthe Umstände ange- 
deutet werden. 

Die gegebenen Kreise haben (wie jede zwei in gleicher Ebene liegende 
Kegelschnitte) ein gemeinschaftliches Trippel zugeordnete Pole x, y und z, 
so wie auch ein gemeinschaftliches Trippel conjugirte Polaren X, Y und Z; 
jene sind die Ecken und diese die respectiven Gegenseiten des nSmliohen 
Dreiecks. Einer der drei Pole, etwa x, liegt^ im Unendlichen, und zwar nach 
der Richtung der Linie L, als deren unendlich entfernten Funot er ansusehen 
ist; derselbe ist stets reell, wogegen die beiden andern, y und z, gleichiellig 
imaginär oder reell sind, je nachdem die Kreise einander schneiden oder 
nicht, nämlich sie sind zugleich die Schnitte der Axe (oder Polare) X mH 
jedem Kreise, welcher beide gegebenen Kreise A^ und B^ rechtwinklig schneidet; 
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oder wofern die letztern Kreise aofsereinander liegen, wie (Fig. 1 . Taf. V.)) so sind 
die Pole y und z zagleich die Schnitte der Diagonale xxi «= X mit den beiden 
andern Diagonalen 2}|= Z und 99i== Kdes durch die vier gemeinschaftlichen 
Tangenten gebildeten Vierseits RRiSSi. Zu diesen drei Polen haben nun 
die erwähnten drei Kegelschnittschaaren nachstehende wesentliche Beziehung. 
Die obigen Ortscurven, S{C^)^ haben Bezug auf den Pol x und sollen 
daher durch jS(C«) bezeichnet werden; nfimlich die Berflhrungssehnen ppi 
und qqi jeder Curve C^ sind der Linie L parallel und gehen daher mit ihr 
nach dem Pole x ($. 3. IV.). — Nun giebt es eine zweite Schaar Kegel* 
schnitte, S{Cy)^ welche die gegebenen Kreise doppelt berflhreni, und welche 
sich gleicherweise auf den Pol y beziehen, indem nämlich die BerOhrungs- 
sehnen ppi und qqi jeder Curve Cy durch diesen Pol gehen. Und eben so giebt 
es eine dritte Kegelschnittscbaar, S{C^)^ welche die gegebenen Kreise doppelt 
berühren, und bei welchen die BerQhrungssehnen ppi und qqg stets durch 
den Pol z gehen. Von den beiden letztern Kegelschnittschaaren sind unter 
andern folgende interessante Eigenschaften anzugeben. 

1) „Die Berührungssehnen pp^ und qqi jeder Curve C^ so wie 
jeder Curve Cl sind stets zu einander rechtwinklig; und umgekehrt: 
zieht man durch den Pol y oder z irgend zwei zu einander rechtwink'- 
Kge Secanten ppi und qqi heider Kreise Jl^ und B^, so werden diese 
in den zwei Paar Schnitlpuncten p und pi , q und qi allemal von einer 
Curve Cy oder C^ berührt.'' 

2) 9fVon den beiden Axen jeder Curve Cy oder C^ geht die eine 
durch den Mittelpunct A und die andern durch den MUtelpunct B. Folg^ 
lieh ist der Ort der MUtelpunct e beider Schaaren, S(C^) und S(C;), 
ein und derselbe Kreis M^^ welcher die Strecke AB zum Durchmesser 
hat (§. 3. L), so dafs also jeder Punct dieses Kreises zugleich der Mittel^ 
punct sowohl einer Curve Cy als einer Curve Cl ist, und dafs die Axen 
dieser beiden Curven aufeinander fallen»*' 

3) „Die S{Cp sowohl als die S(Cl) sind unter sich ähnlich i und 
zwar verhalten sich die Quadrate der Axen jeder Cy, wie die Abstände 
des Pols y von den Mittelpuncten A und B; und eben so verhalten 
sich die Quadrate der Axen jeder Cl, wie die Strecken zA und zB. 
Nämlich so: sind a> ß die halben Axen einer Cy.und geht a durch A 
und ß durch B, so ist 

a^ : ß^ := yA : yB; 

27» 
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und sind eben so ce^, ßi die halben Axen einer Cl und gehen dieselben 
beziehUch durch A, B, so ist 

a\:ßl=^ zA: zB. 
Da nun y und z conjugirte Pole tn Rucksicht beider Kreise A^ und B^ 
sindi so dafs 

Ay.Az = Ä% und Bz.By = ft^ 
ist, so ergiebt sich aus beiden vorstehenden Proportionen die fönende: 

aa^: ßßi = a:b, 
das heifst: In Rücksicht je zweier Curven Cy und Cl aus beiden 
Schaaren verhält sich das Rechteck unter den Äsen die durch A gehi-n 
zum Rechteck unter den Axen die durch B gehen, wie der Radiue m 
des Kreises A^ zum Radius b des Kreises B\" 

4) „Der Ort der Brennpuncte jeder der beiden Schaaren , wie 
etwa der S{Cy)^ besteht im Allgemeinen aus zwei Kreisen A\ und By^ 
welche mit den gegebenen Kreisen dieselben Mittelpuncte A und B haben, 
und welche entweder einander rechtwinklig schneiden, oder von denen 
der eine den andern im Durchmesser schneidet. Geht die Haupt-Axe 
einer Curve Cy durch A oder B, so liegen ihre Brennpuncte f und fx 
beziehlich im Kreise By oder A^. Das Rechteck unter den Abständen 
jedes Paars Brennpuncte f und fi vim dem Puncte A sowohl als von 
dem Puncte B ist constant, und zwar gleich dem Quadrat des Radius Oy 
oder by des zugehörigen Kreises J^ oder By^ also 

Af.Af, = i^y, und Bf. Bf, = b]. 
Eben so liegen die Brennpuncte der S{CJ) in zwei Kreisen AI und Bl^ 
mit denen es gleiche Bewandtnifs hat.'' 

53 Zieht man zwischen den zwei Paar Puncten p und pi^ f 
und ^1, in welchen jede Curve Cy die gegebenen Kreise A^, B' berührt, 
die vier Wechselsehnen pq, pq,^ p^q und p^qi^ so berühren alle diese 
Sehnen einen und denselben bestimmten Kegelschnitt, etwa Y'^, welcher 
den Pol y zum Brennpunct und mit den Kreisen die vier (reellen oder 
imaginären) Tangenten R, Ri, S und Si gemein hat, und dessen Brem^ 
puncte y und (der noch unbekannte) yi zu den Pwicten Ä und B sü- 
geordnet hannonisch sind. Jede Wechselsehne bildet in den Kreiaem 
A^ und 0^ zwei Sehnen, etwa s und Si ; das Verhältnis dieser Sehnem 
ist für alle Wechselsehnen dasselbe, s:Si=^k constant. — Eben ao A^ 
rühren die Wechselsehmn der SjiC;) einen bestimmten Kegelschnitt Z*, 
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welcher z zum Brennpunct und mit den Kreisen J?, B^ dieselben vier 
Tangenten gemein hat, und dessen Brennpuncte z und Zi zu den Puncten 
A und B zugewdnet harmonisch sind. Auch bilden die Wechselsehnen 
in den Kreisen solche Sehnen s und ^^ deren Verhältnifs constant, 
jedoch von dem vorigen verschieden ist, s: Si = ki constant/' 

6) „Sind P und Pi, Q und Qi die Berührungsta?igenten der 
Kreise A^, B^ mit einer Curve Cy (§. 3. lY.)? so liegen die Schnitte 
PPi == f) und OOi = ^1 allemal in der Polare Y, und alle Paare f) und pi 
bilden ein Puncten- i^stem (Involution). Dagegen ist der Ort der vier 
Wechselschnitte PQ und PiQi^ PQx und P^Q, oder q und qi, r und Xi 
($• 3. 1 Y.) ein bestimmter Kreis Ny^ welcher durch dasselbe Paar Gegenr- 
ecken 9 und 9i geht, wie Y, und welcher mit den Kreisen A^ und B^ 
die Linie L zur gemeinschaftlichen Secante hat, so dafs sein Mittel^ 
punct Ny auch in der Axe X liegt. — Ganz analog verhält es sich in 
dieser Hinsicht mit der S{C^)r 

Um den Einflufs der verschiedenen gegenseitigen Lage der gegebenen 
Kreise auf die angegebenen EigenscHaften zu zeigen, wollen wir die Kreise in 
ihren wesentlichsten Lagen, nämlich wo sie anfsereinander liegen und wo B'^ 
gans innerhalb A^ liegt, noch etwas näher betrachten. Beim Zwischenfalle, 
wo die Kreise einander schneiden, sind S{Cy) und S(C^) imaginär. 

L „Liegen die Kreise aufsereinander , wie QFig. l.)) ^o bestehen 
beide Schaaren, S{C^) und S(,C^), aus Hyperbeln S{Hy^) und S{H^), 
jede Schaar unter sich ähnlich. Die um die Puncte A und B beschrie-- 
benen Kreise A^ und By^ welche die Brennpuncte der S{Hy) enthalten^ 
schneiden einander in den Gegenecken 9 und pi des Vierseits RRySSi 
rechtwinklig ; und eben so schneiden sich anderseits die Kreise AI und B] 
in den Ecken ) und ji rechtwinklig. — Liegt der Mittelpunct einer Hy 
in dem Bogen i^^A^i^i des Kreises ilf(,% so umschliefst dieselbe den Kreis 
0% und somit geht ihre Haupt- Axe durch den Punct B und schf$eidet 
den Kreis A^ in ihren Brennpuncten f und ff Liegt hingegen der 
Mittelpunct einer Hy in dem andern Bogen 9 Pi , so umschliefst sie den 
Kreis Al; ihre Haupt" Axe geht durch A, und ihre Brennpuncte liegen im 
Kreise B^. Der Übergang von der einen Abtheilung zur andern, findet 
durch die Tangentenpaare (RSi) und (RiS) statt , welche specietle U^ 
sind, und beziehUch 9 und 91 zu Mittelpuncten habeti. Ganz ähnlich 
verhält es sich mit den Hyperbeln H^. — Die Asymptoten jeder Hy 
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gehen durch die festen Ecken ) und ji ; und eben eo gehen die Aeymf^ 
loten jeder Hl durch die Ecken 9 und 91 /' 

IL lAegt der Kreis B^ ganz innerhalb A^, wie (Fig. 3.)« ^o bei- 
stehen beide ScHaaren S{C^) und SiC^) aus EUipsen, also 8(E^) und 
S{E^). Jede EJ umschliefst den Kreis B^ und wird vom Kreise A^ 
umschlossen f so dafs also ihre Haupt'-Axe stets durch den Punct B geht, 
und ihre Brennpuncte f und f^ immer in demselben bestimmten Kreise 
AI um A liegen; (hier wird der Kreis By, um B, vom Kreise Ay im 
Durchmesser geschnitten , aber aufser diesen Schnitten enthält er keine 
reelle Brennfmncte). Eben so umschliefst jede E^ den Kreis B^ und 
wird von J^ umschlossen, so dafs ihre Haupt -Axe nur durch B geht, 
und ihre Brennpuncte in einem bestimmten Kreise AI um A liegen.'* 

§. 9. 

Bemerkung. In dem Vorhergehenden kommen beilflnfig drei Beispiele 
Tor^ wo eine Gerade (dort Wechselsehne genannt, §.3. IV. and §.8. 5.}, 
welche in den gegebenen Kreisen A^ und B^ Sehnen s und Si von con* 
stantem Verhältnirs bildet, einen Kegelschnitt zum «Ort hat. Diese Eigenschaft 
ist allgemein und gewährt folgenden Salz. 

„Der Ort einer Geraden G, welche in zwei gegebenen festen 
Kreisen A^ und B^ solche Sehnen s und Si bildet, deren Yerhdltnifs 
irgend einen gegebenen Werth k hat, so dafs s :si^=k, ist allemal irgend 
ein bestimmter Kegelschnitt G^; ^) und alle auf diese Weise bestimmten 
Kegelschnitte, wofern der Werth k nacheinander alle Gröfsen durchläuft^ 
bilden einen Curven" Büschel, B{G^)^ mit vier (reellen oder imaginären) 
gemeinschaftlichen Tangenten {R, /tj, S, Si)^ und zwar gehören die 
gegebenen Kreise A^ utid B^ selbst mit zu diesem Büschel » nämlich sie 
entsprechen beziehUch den Werthen /c = und A = 00. Dem Werthe 
/psssl oder * ==^1, entspricht, wie oben (§. 3. IV.), die Parabel ^ (= G*), 
welche den Punct M zum Brennpunct und die Linie L zur Tangente 
im Scheitel hat. Dem Werthe k = a: b entsprechen beide Ähnlichkeiten 
puncte X und Xi ^ die zusammen eine specieUe G^ sind; etc.'' — Und um- 
gekehrt: „Die Tangenten jedes Kegelschnitts G^, welcher mit zwei 

^) Diesen Salz habe ich bereits im J. 1827, mit einer Reihe anderer Satze, dem 
Herausgeber der Annales des Mathem. nach Montpellier ubersandt, welcher ihn spater 
— vielleicht durch Versehen — unter dem Namen eines Andern abdrucken üefs. 
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A^ und B^ vier reelle oder imaginäre Tangenten gemein hat, 
bilden in diesen Kreisen solche Sehnen s und Si ^ deren Verhältnis conr- 
stant ist, d. h. für alle Tangenten denselben bestimmten Werth k hat ; etc.*' 

Statt einer aasführlichen Erörterung dieses Gegenstandes^ beschrinke 
ich mich hier auf folgende Angaben. 

Die Mittelpnncte der Ortscurven^ B{G^)^ liegen simmtlich in der 
Axe X, auf welche zugleich auch je eine Axe von jeder Gnrve fiüt. Oh 
die erste oder eweite Axe der Curve auf X fallt, hängt davon ab, ob ihr 
Mittelpunct jenseits der Strecke AB, oder ob er in dieser Strecke Hegt. 
Dadurch scheiden sich die Curven in zwei Abtheilungen <, etwa Gr{GD und 
Gr{Gl). In Hinsicht der Brennpuncte dieser beiden Gruppen hat es folgende 
Bewandtnifs : 

j,Die Brennpuncte der Gr(G\) liegen in der Axe X und jedes 
Paar Brennpuncte f und fx ist zu den Puncten A und B zugeordnet 
harmonisch. Dagegen liegen die Brennpuncte der Gr{Gl) in dem Kreise 
Jfo, welcher die Strecke ABzss 2c zum Durchmesser hat (§.3. 1.)> ^o 
d^s. jedes Paar Brennpuncte zugleich die Endpuncle einer zu diesem 
Durchmesser senkrechten Sehne des Kreises sind.*' 

« 

Daraus geht hervor, dafs hier gleicherweise, wie oben ($.3. III. und 
$.8. 4.)) f&r beide Gruppen das gemeinschaftliche Gesetz statt findet: 

ßßDafs das Rechteck unter den Abständen der ^Brennpuncte f und 
fx jeder Curve C* von dem Puncte M, dem Brennpnncte der Parabel ^*. 
constant und zu>ar ^=c^ ist.^ 

Berlin, im October 1852. 
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15. 

Allgemeine Betrachtung über einander doppelt 

berührende Kegelschnitte. 

(Von Herrn Professor Dr. J. Steinet* zu Berlin.) 



§. 10. 

^n die vorbergehende Abhandlung, namentlich an diejenige Betrachlong^ 
wo das Verhalten der gesammten Kegelschnitte, welche zwei feste Kreise 
doppelt berühren, angegeben worden, erlaube ich mir hier die etwas allge- 
meinere Betrachtung anzuschliefsen, wo statt der Kreise irgend zwei Kegel- 
schnitte, die gleichfalls durch A^ und 0^ bezeichnet werden mögen, in fester 
Lage gegeben sind , und wobei eben so die Eigenschaften aller sie doppelt 
berührenden Kegelschnitte berücksichtigt werden sollen. 

I. Um einen bestimmten Fall (Figur) vor Augen zu haben, denke 
oder zeichne man zwei Ellipsen A^ und B% welche einander in vier Puncten 
r, 9, l, u schneiden, und somit auch vier reelle gemeinschaftliche Tangen- 
ten R, S, T, ü haben; nämlich diejenige Tangente beifse R, von deren 
Berührungspuncten ans zwei Bogen beider Ellipsen unmittelbar nach dem 
Schnitte r führen; eben so die andern. Die vier Schnitte bilden ein voll- 
standiges Viereck rslu und die vier Tangenten ein vollständiges Vierseit 
RSTl\ In Betracht der drei Paar Gegenseiten des erstem und deren Schnitte, 
so wie in Rücksicht der drei Paar Gegenecken des letztern und dessen drei 
Diagonalen setze man: 

Seite rs =3i und /ti = 3£i; Schnitt 3££i = x. 
. r/ = 9Jund su==%; - g3i = r- 

- TM =3 und «^ = 3i; - 33i = «- 
Ecke iRÄ = r und 3'f/==ri; Diagonale yy, = X 

- RT = p und SU = ^r, - 99i=I'. 
. RU = i und Är = i,; - äii = ^- 

Die Schnitte x, y , z der drei Paar Gegenseiten des Vierecks sind das ge- 
meinschaftliche Trippel conjugirte Pole und die drei Diagonalen X, Y, Z des 
Vierseits sind das gemeinschaftliche Trippel conjugirte Polaren der beiden 
ElUpsen, so dafs also auch 
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Schnltl Jrr=5:, XZ = y, YZ = x und 
Gerade xy = Z, xz = Y, yz = X 
ist. Ferner sind dabei einerseits x, j, y und ji; x^ 9, 2: und p^; y, x? « und Xi 
vier harmonische Puncte, so wie andererseits JT^ 3^ ^ "'^^ ^r^ ^^ ^9 ^ ui^d 9i^ 
F^ 3£, Z und X^ vier harmonische Gerade. 

Hit Bezug hierauf und mit Berficltsichtigung anderer, im vorigen Auf- 
sätze bereits angewandter Bezeichnungen und Benennungen, lassen sich die 
erwähnten Eigenschaften, wie folgt, aussprechen. 

IL Die gesammten Kegelschnitte C% welche beide gegebenen Ellipsen 
J? und B'^ doppelt berühren, zerfallen vermöge ihrer Beziehung zii den drei 
Polen X, y und z, in drei verschiedene Schaaren Ä(Ci), Ä(C^) und Ä(C^), 
(§• SO9 welche sich jedoch im Allgemeinen gleich verhallen und gleiche Eigen- 
schaften haben, so dafs wir Kfirze halber nur von der einen Schaar, etwa von 
jS(Cj), zu sprechen brauchen. 

1) jj Berührt eine Curve Cl die Ellipse A^ in den Puncten p 
und pi^ und die Ellipse B^ in den Puncten (f und ^i, so gehen die 
BerUhrungssehnen pp^ und qq^ durch den Pol x und sind allemal zu 
den Gegenseiten Ti und Hi zugeordnet harmonisch.^'' Und umgekehrt: „Zieht 
man durch den Pol x irgend zwei zu den Seifen X und 3Ei zugeordnete 
harmonische Gerade, etwa G und H, so schneiden sie die Ellipsen J^ 
und B^ beziehlich in solchen Puncten p, pi und q, r/i, in welchen die-' 
selben von einer Curce C^ berührt werden; und ferner schneiden sie 
verwechselt, H die A^ und G die B'^ in solchen Puncten p^\ p^l und if, if[^ 
in welchen A^ und B^ von einer andern Curve C^ berührt werdenJ*' 

2) „Werden zwischen Je zwei Paar zusammengehörigen Beruh'* 
rungspuncten p und pi^ q und q^ die vier Wechselsehnen pq, pq^^ p^q 
und pi qi gezogen (§. 8. 5.) , so berühren dieselben insqesammt einen be- 
stimmten Kegelschnitt , etwa X'\ welcher dem Vierseit RSTU einge* 
schrieben ist und auch die zwei Gegenseilen 36 und 3bi berührt (Rindern die 
letztern, so wie die Tangenten R, S, T, ü specielle Wechselsehnen sind)J*^ 
Und ferner: „Die aus den zwei Schnitten der Polare X rnit der Ellipse 
B^ (oder A'^) an den Kegelschnilt X'^ gelegten zwei Paar Tangenten, 
berühren ihn in den nämlichen Puncten, in welchen er von der andern 
Ellipse A^ (oder B'^) geschnitten wird^ 

3) yyi^^gl ^^fun durch die vier Berührung spunde p und pg, q und q^ 
irgend einen willkürlichen Kegelschnitt D'^, so schneidet er die gege» 
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henen Curven Jü^ und B^ in vier solchen neuen Puncten p^ und p\, q^ 
und q\, in welchen dieselben von einer andern Curve Cl berührt werden.^^ 
Und umgekehrt: ,yDie acht Berührungspuncle je zweier Cttrven Cl mit den 
Ellipsen A^ und B'^ Helfen jedesmal in irgend einem Kegelschnitte lü^^/* — 
fjAlle Curven Cl haben gemeinschaftlich x und X zu Pol und Polaren. 
Von den gemeinschaftlichen Secanten je zweier Curven C^ g^ht immer 
ein Paar, etwa G und U, durch den Pol x und sie sind allemal zu X 
und 3Ex zugeordnet harmonisch.^'' 

4) yyJede vier Berührungspuncle p, Pn q, qi liegen einerseits mit 
den Ecken r und s in einem Kegelschnitte, etwa M}, und andererseits mit 
den Ecken t und u in einem Kegelschnitte M^. Die gesammten hierdurch 
bestimmten Kegelschnitte M^ berühren einander in den Puncten r und s, 
so dafs sie daselbst gemeinschaftliche Berührungstangenten, etwa 91 und ®^ 
hohen, mit der gemeinschaftlichen Berührungssehne rs = dc, und somit 
einen speciellen Curven- Büschel, P(Ill^), bilden^ Der Schnitt der Tan^ 
genten 91 "und ® heifse m; er liegt in der Polare X und m und HL sind 
Pol und Polare in Bezug auf alle ilf ^ auf B{M% Seien a und b die 
Pole der Seile X in Bezug auf A^ und B'^, dieselben hegen auch in X, 
und sei c der Schnitt von X mit X: so sind die vier Puncte a, m, b, c 
harmonisch, so dafs also der Pol m durch die, als gegeben anzusehenden 
drei Puncte a, b, c bestimmt tst; und durch ihn sind dann auch die 
Tangenten 9t und ® (== mr und ms) bestimmt. Ganz eben so berühren 
alle Kegelschnitte ifff einander in den Puncten t und u, haben daselbst 
gemeinschaftliche Berührungstangenten X und U, mit der Berührungs'^ 
sehne In =7X1, und bilden einen speciellen Curven-- Büschel 0(Mi*); und 
ferner liegen der Schnitt m^ von X mit U, und die Pole a^ und bi der 
Seite Xi in Bezug auf A^ und B^ in derselben Polare X, und ist zudem 
Ci der Schnitt von X mitXi^ so sind die vier Puncte a^^ my^ b^^ ci^har'^ 
monisch, also durch a^^ b^ und Ci der Pol «tii und durch ihn die Ton- 
genten X und U bestimmt.''^ — „Die auf diese Weise bestimmten zwei 
Paar Tangenten 9t und @, X und U berühren auch den obigen KegeU 
schnitl X}, den Ort aller Wechselsehnen (2.) 9 und zwar berühren ihh 

9t und @ in ihren Schnitten mit der Seite Xi • und eben so berühren ihn 

« 

X und U in ihren Schmlten mit der Seite X, so dafs also in Bezug auf 
X^ verwechselt m der Pol van X^ ^^d ^j tler Pol von X isty Werden 
diese zwei Paar Tangenten voransgesetst^ so kann man auch umgekehrt be- 
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haupten: „Jeder Kegelschnitt M}, welcher die Geraden 9t tinil@ in den 
Punclen r und s berührt, schneidet die gegebenen Curven A^ und B^ m 
vier solchen Punclen p und p^^ q und qi (aufser in r und s)/ in fvel- 
chen sie con einer Curve Cl berührt werden.''^ „Die gegenseitigen vier 
Schnitte je zweier Curven Cl liegen allemal in einem Kegelschnitte M^ 
(der 91 und @ in r und s berührt); und umgekehrt: jeder Kegelschnitt 
M} schneidet Jede Curve Cl in solchen vier Punclen, durch welche alle^ 
mal noch irgend eine andere Curve Cl gehV^ Gleiches gilt für die Ke^ 
gelschnitte Ml. 

III. 1} y.Sind P und P^^ Q und Oi ^ Berührungstangenten 
einer Cl mit den gegebenen Curven A? und B\ so liegen die Schnitte 
PPi sss p und QQi =• pi stets in der Polare X und sind allemal zu den 
Ecken j und Tl zugeordnet harmonisch.'^ Und umgekebrC: „Nimmt man 
in der Polare X irgend zwei zu den Gegenecken x und Xi zugeordnete 
harmonische Puncle, etwa g und h, an, so sind die aus ihnen an die 
Curven A^ und B^ gezogenen Tangenten P und P^ (^ und Qi zugleich 
die Berührungstangenten dieser Curven mit irgend einer Curve Cl; und 
eben so sind die (verwechselt} aus h und g beziehlich an A^ und B^ gew- 
iegten Tangenten P^ und Pf, Q^ und Q^ zugleich die Berührungstan-- 
genten einer Cl mit A^ und B^J*' 

3) „Jede zwei Paar zusammengehörige Berührungstangenten P 
und Pi, Q und Oi haben vier Wechselschnitte PQ, und PQi^ PiQ und 
PiOiy ^^ Ort aller dieser Wechselschnitte ist ein bestimmter Kegeln 
schnitt, etwa'X^^ welcher dem Viereck rstu umgeschrieben ist, und zudem 
durch die Gegenecken x und Xi geht.** Und ferner: „Die aus dem Pol x 
an die Ellipse B'^ (oder A^) gezogenen Tangenten schneiden den Kegeln 
schnitt 3£^ in denselben Punclen, in denen er von den vier Tangenten 
berührt wird, welche er mit der andern Ellipse J? (oder B^) gemein hat*^ 

3) „ Werden die vier Berührungstangenten P und P« , Q und Q^ 
von einem willkürlichen andern Kegelschnitte D^ berührt, so hat dieser 
mt den gegebenen Curven J^ und B^ noch zwei neue Paare Tangenten 
P^ und Pf, Q^ und Qt gemein, welche allemal die Berührungstangenten 
^nsr andern Curve Cl mit Al^ und B^ sind.'' Und umgekehrl: „Die acht 
Berührungstangenten irgend zweier Curven Cl mit den Curven A^ und B^ 
werden allemal von irgend einem Kegelschnitte D^ berührte — „Von 
den gegenseitigen Schnitten der gemeinschaftlichen Tangenten je zweier 

28* 
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Curven Cl liegt immer ein Paar, etwa g und h, auf der Polare X und 
sie sind allemal zu den Ecken x und Xi zugeordnet harmonisch^ 

4) yyJede vier Berührungstangenten P, P^^ Q, Qi werden einer-' 
seits mil den Tangenten R und 8 zusammen von einem Kegelschnitte ^, 
und andererseits mit den Tangenten T und U zusammen von einem Ke- 
gelschnitte SD?J berührt. Alle hierdurch bestimmten Kegelschnitte 3Ä- 
berühren die Tangenten R und S in den nämlichen Puncten, etwa x 
und i^ und somit auch einander selbst, so dafs sie r^==^ zur getnein'^ 
schaftlichen Berührungssehne , so wie x und ^ gemeinschaftlich zu Pol 
und Polare haben, und einen speciellen Curven-- Büschel, B{Wl^) bilden. 
Die Berührungssehne ^ geht durch den Pol x; eben so die Polaren von x 
in Bezug auf Ä^ und B^, die ^ und 3 heifsen mögen; und wird noch 
die Gerade ar x = S gesetzt, so sind die vier Geraden 21, 3R, 35, S har- 
monisch; somit ist ^ durch die drei übrigen, die als gegeben anzusehen 
sind, bestimmt, und durch 3)2 sind dann auch die Puncte r und i bei- 
stimmt, als ihre Schnitte mit R und S, Ganz eben so verhält es sich 
mit den Kegelschnitten Ml^ mit B(M^)^ welche die Tangenten T und U 
gleicherweise in zwei bestimmten Puncten t und u berühren, u. s, w^ — 
„Die auf diese Weise bestimmten zwei Paar Berührungspuncte r und 0, 
t und u liegen in dem obigen Kegelschnitte 3^, dem Ort der Wechsel-^ 
schnitte (2.), und zwar gehen die in x^ i anH^ gelegten Tangenten heidm 
durch die Ecke x , und die in t, u an demselben gelegten Tangenten beide 
durch die Ecke Xi ^ so dafs also in Bezug auf H^ verkehrt 37t die Polare 
von Xi, und 2)7i die Polare ron x ist,"" Bei Voraussetzung der vier Pancte 
t und ^, t und n kann man umgekehrt sagen: „Jeder Kegelschnitt 3X^ 
(oder SDtf)? welcher die Tangenten R und S (oder T und ü) in den 
Puncten x und i {oder t und u) berührt, hat mit den gegebenen Curven 
A^ und B'^, aufser jenen Tangenten noch zwei solche Paare Tangenten 
gemein, P und Pi^ Q und 0i, welche zugleich die Berührungstangenten 
dhrselben mit einer Curoe Cl sind.^^ Und ferner: „Die gemeinschaftlichen 
Tangenten je zweier Curven Cl berühren allemal zugleich einen der 
Kegelschnitte 2)7^ sowohl, als auch einen der Kegelschnitte Wt\\ und um- 
gekehrt: jeder Kegelschnitt 3)?' oder 3ÄJ hat mit jeder Curve C^ solche 
vier Tangenten gemein, welche allemal auch noch von einer andern Curve 
Cl berührt werden.' 
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IV. ijLegt man an jede Curve Cl, in ihren beiden Schnitten mit 
der Seite ^ (I.), die Tangenten, so gehl ton diesen zwei Tangenten stets 
die eine durch die Ecke j und die andere durch die Ecke j^; und eben 
so gehl von den zwei Tangenten derselben Curve C^, in ihren Schnitten 
mit der Seite ?)ji, immer die eine durch g und die andere durch j^." Oder 
umgekehrt: ,yZiehl man aus der Ecke j oder ^i an eine Curve C^ die 
beiden Tangenten, so liegt allemal der Berührungspunct der einen Tan- 
gente in der Seile ?) und der Berührungspunct der andern in der 
Seite 2)i*^' — >j Vnd gleicherweise geht von den zwei Tangenten jeder 
Curve Cl^ in ihren Schmtten mit der Seite 3 oder 3m ulletnal die eine 
durch die Ecke p und die andere durch die Ecke n^^; oder umgekehrt: 
von den Beriihrungspuncten der aus der Ecke p und pi an jede Curve Cl 
gezogenen zwei Tangenten, liegt der eine in der Seite 3 ^f^ä der andere 
in der Seite 3i-'' 

Alle vorstehenden, sich auf die S{C^) allein besiebenden Sätze finden 
analogerweise, wie schon bemerkt worden, auch für die beiden andern Schaaren, 
8{Cy) und «S'(C^), slalt, so dafs also jeder Satz dreifach vorhanden ist. Die 
jedesmaligen zusammengehörigen Elemente sind leicht zu erkennen. Z. B. beim 
Satze (IV.) 9 ^0 ungleichnamige Elemente zusammengehören, ist die Verbindung: 

S(C!) mit \f f •""{ >' »■' 
und danach ist die Verbindung fär die beiden andern Fälle: 

■ 13. 3i und X, y,;)' ^ fg), 2)i und y, Xi- 

Es giebt aber auch Sätze, weicbe sich auf zwei Scbaaren zagleieh bezieben, 
wie i. B. die folgenden. 

V. 1) „Alle Pole der Seife X in Bezug auf die S{C^) sowohl 
tita in Bezug auf die S{Cl), nebst ihren beiden Polen a und h in Bezug 

s 

amf J^ und B^, liegen insgesammt in einem und demselben Kegelschnitte 
Ml, welcher mit zum obigen Büschel B{M^) (IL 4.) gehört, daher durch 
He Ecken r und s geht und daselbst die Geraden fR und @ berührt, und 
welcher femer auch durch die zwei Paar Gegenecken 9 und px, g und )i 
des Viersnts RSTÜ geht.' „Gleicherweise liegen die gesammlen Pole 
der Seite Xi in Bezug auf S{Cy) und S{Cl), nebst ihren Polen a^ und b^ 
in Bezug, auf J? und B\ in einem Kegelschnitte Ml^, welcher zum obigen 
B{Mi) (IL 4.) gehört, daher durch die Ecken t und u geht und daselbst 
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die X und U berührt, und welcher femer auch durch die nämlichen 
Gegenecken p und 9,, j und ji gehL"" — Aach dieser Satz findet dreifach 
statt; nfimlich in Rücksicht auf jedes der drei Paar Gegenseiten des Vierecka 
rstu und der beiden mit dem jedesmaligen Paar ungleichnamigen Scbaaren. 

2) yyAHe Polaren der Ecke t in Bezug auf S(C^) und S{Clh 

nebet ihren Polaren % und 3 in Bezug auf A^ und B^, berühren insge» 

sammt einen bestimmten Kegelschnitt ÜR^, welcher zum obigen Bi^) 

(HL 4.) gehört und daher die Tangenten R und 8 in den Punclen 

X und i berührt, und welcher femer auch die zwei Paar Gegenseiten 

g und 2)i^ 3 ^^^ 3i ^^' Vierecks rstu zu Tangenten hat.'' „Und 

gleicherweise berühren aUe Polaren der Ecks Xi in Bezug auf S(Cyy und 

S{Cl)^ nebst ihren Polaren fl^ und Si in Bezug auf A^ und B\ einen ^ 

Kegelschnitt ^D^j welcher zum obigen B(3Xi) gehört, und daher die 

Tangenten T und U in den bestimmten Punclen t und tt^ so wie ferner 

auch die Seiten 9) und ^t« S ^^^^ 3t i^t'ührt:' 

VL Bemerkung. Die angegebenen Eigenschaften gelten fOr den vor-> 
ausgesetzton Fall,* dafs sowohl die vier gegenseitigen Schnitte als die vier 
gemeinschaftlichen Tangenten der gegebenen KegelscbniUe A^ und B^ reell 
sind, wobei jedoch die letztern nicht gerade Ellipsen sein mOssen, sondern 
von beliebiger Art sein können. Von diesem Falle aus kann man zu den 
fibrigen Fsllen fibergehen, bei welchen je ein Theil der genannten Elemente 
imaginSr wird. Die wesentlichsten Falle der Art sind folgende drei. Wenn 
die gegenseitige Lage der gegebenen^ beliebigen Kegelschnitte A^ und B^ ao 
beschaffen ist, dafs entweder: 1) nur die vier Schnitte r, e, t und u reell, 
dagegen die vier gemeinschaftlichen Tangenten imaginfir; oder 2) nur die vier 
gemeinschaftlichen Tangenten reell, dagegen die vier Schnitte imaginär; oder 
endlich 3) nur zwei Schnitte und nur zwei gemeinschaftliche Tangenten reell 
sind. Bei diesen drei Fftllen wird dann auch von den übrigen^ oben be- 
schriebenen (L) Elementen je ein Theil imagintr, wodurch in den angege- 
benen Eigenschaften und Sfitzen entsprechende, wenig oder mehr erhebliche 
Änderungen eintreten; ähnlich wie oben §.8. So tritt z.B., wenn etwa die 
Gegenseiten X und 3E] imaginSr werden, aber ihr Schnitt, der Pol x, reell 
bleibt, bei dem Satze (IL 1.) die Änderung ein^ dafs die stmmtlichen Paare 
BerOhrungssehnen ppi und y^i ein elliptisches Strahlen -System bilden, wo- 
gegen sie dort eiti hyperbolisches bilden. V. 8. w: 
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§. 11. 

L In ROoksicbt der vorstehenden allgemeinen Sfitze (§. 10.) sollen 
hier noch folgende, in denselben mit inbegriffene , specielle Sätze besonders 
beransgehoben werden. 

1) „Werden einem vollständigen Vier seil RSTU irgend zwei 
Kegelschnitte A} und B'^ eingeschrieben, so liegen die 8 Puncte, in wel'^ 
chen sie die Seiten berühren, allemal in irgend einem dritten Kegel-- 
schnitte D'^y Und: „Legt man durch die vier Puncte x^ i^ t und u, in 
welchen ein beliebiger Kegelschnitt A^ die Seiten B, S, T und U des 
Vierseif s berührt, einen willkürlichen Kegelschnitt D^, so schneidet dieser 
die Seiten in vier solchen neuen Puncten ti, ^i, t| und Uji, in welchen 
dieselben allemal von irgend einem Kegelschnitte B^ berührt werden.'*^ *) — 
Ferner: „Die gegenseitigen vier Schnitte r,s, t, u je zweier demselben 
Vier seit BSTÜ eingeschriebenen Kegelschnitte J? und B^ liegen mit jedem 
Paar Gegenecken des Vierseifs, also sowohl mit x und Xi ^ als 9 und ^i , und 
) und 5i, zusammen in einem Kegelschnitte, beziehlich 3^, ^^ und 3^-^' 
Und ferner: „Von den 8 Berührungspuncten (t, 0, t, u; ti, 0i, ti, nj 
je zweier dem Vier seit eingeschriehenen Kegelschnitte A^ und B^ liegen 
12 mal 4 mit irgend zwei der vier Schnitte r, s, t, u der letztern zu-- 
sammen in einem Kegelschnitte itf ^ (oder Mi), und diese 12 Kegelschnitts 
ordnen sich in 6 Paare, welche einander doppell berühren; nämlich durch^ 
je zwei der vier Schnitte r,*i, t, u gehen zwei Kegelschnitte SP und 
berühren sich in denselben. Die je 6 Puncte, welche zusammen in einem 
Kegelschnitte SV liegen, sind: 



t, tt, ti, U| 



mit 



r, s 
t, u 



t1 t. tj, t, 


• . 


r, t 






mil 




• 


e, «, 61, tt, 




s, u 


7 



^9 t, ^19 t| 



mit 



r, u 

s, t 



d.h. beide. vier Puncte in der ersten Klammer liegen mit jedem Paar in 
der zweiten Klammer in einem S/Vy 

2} „Werden einem Viereck rstu zwei beliebige Kegelschnitte A^ 
und B^ umgeschrieben und in den vier Ecken an dieselben Tangenten 
gelegt, so berühren die 8 Tangenten allemal irgend einen dritten Kegel^ 
schnitt /)^/' Und: „Ist dem Viereck ein beliebiger Kegelschnitt A^ tun- 
geschrieben und werden dessen Tangenten fft^ @, X und U, in den Ecken 
r, s, t und u des Vierecks, von einem willkürlichen Kegelschnitte D^ be- 

^'y Die diesen zwei Sdtzen analogen Sätze in Bezug auf das Dreiseit habe ich schon 
frfiher, 1828, in den Gen/onn^schen Annales des Mathem. f. XUL oder XX. bewiesen. 
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rührt j 80 gehen avs den Echeti an den letztern noch vier solche neue 
Tangenten 9t|, @i, %i und Ui^ welche in den Ecken aUefnal von irgend 
einem Kegelschnitte B^ berührt werdend Ferner: „Die vier gemein^ 
schaff liehen Tangenten R, S, T, ü je zweier demselben Vierec/e rstu 
umgesciiriebenen Kegelschnitte A^ und B^ werden mit jedem der drei 
Paar Gegenseiten des Vierec/cs, {mit 3£ und Jj, 9) und 2)i, 3 ^^^ 3i% 
zusammen von einem Kegelschnitte (X^, V^, Z^) berührt'^ Und ferner; 
„Bei je zwei dem Viereck rstu umgeschriebenen Kegelschnitten J? und B^ 
werden von ihren 8 Tangenten (9t, ®, Sl, U; 9ti, ©i, S^i, Ui) in den 
Ecken 12 mal 4 mit irgend zwei ihrer 4 gemeinschaftlichen Tangenten 
(B, S, T, ü^ zusammen von irgend einem Kegelschnitte ÜR^ berührt; 
und zwar ordnen sich diese 12 Kegelschnitte SD^ in 6 einander doppelt 
berührende Paare, welche die vier gemeinschaftliclien Tangenten B, S, 
T und ü, paarweise genommen, zu Berührungstangenten habend 

IL Von der obigen Betrachtung (§. 10») kann man auch zu den- 
jenigen besondern Fällen fibergehen, wobei die gegebenen Kegelschnitte J^ 
und B'^, einzeln genommen, aus einem Paar Puncten oder Geraden bestehen. 
In dieser Hinsicht sind folgende fOnf Fälle zu beachten. 

1) Wenn etwa B'^ aus zwei Geraden 3 "^^ ^i besieht, so sind 
diese ein Paar Gegenseiten des Vierecks rstu, und ihr gegenseitiger Schnitt 
ist der Pol z. Die vier gemeinschaftlichen Tangenten R, S, T und ü fallen 
paarweise zusammen, {BU) und («S>T), und sind die aus dem Pol z an die 
Curve A? gehenden zwei Tangenten. Dadurch vereinigen sich von den sechs 
Ecken des frfiheren Vierseits RSTU zwei Paar, ndmiich x und iCi, 9 und 91 
mit dem Puncte z, und die zwei übrigen, 3 und jx« sind die Berührungs- 
puncte jener Tangenten {RU) und (ST)^ liegen in der Polare Z und sind 
zu den Polen x und / zugeordnet harmonisch. Hierbei artet die ,S(^C^) in 
einen Strahlbflschel um dea Miltelpunct z aus, d. h. jeder durch z gehende 
Strahl (Gerade), doppelt gedacht, ist als eine Cl anzusehen, seine Schnitte 
mit A'^ sind zugleich seine Berührungspuncte mit A^, wogegen seine Be- 
rOhrungspuncte mit B'^ = (33i) '" ^ vereinigt liegen. Die Schuaren S{C^) 
und S{Cl) bleiben eigentliche Curven und behalten ihre obigen Eigenschafleo, 
jedoch zum Theil mit angemessenen Modificationen. 

2) Wenn B'^ aus zwei Puncten ) und ji besteht, so sind diese ein 
Paar Gegenecken des Vierseits BSTÜ und liegen in der Polare Z. Die 
vier Schnitte r, s, t und u rücken paarweise zusammen, (rfi) und (st)^ in 
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die Sebnitte von j ji = Z mit der Carve A^, so dafs zwei Paar Gegenseiten 
des Vierecks retu, nämlich X nnd Xi, ^ and ?)i, auf Z fallen, und das 
dritte Paar, 3 ^^^ 3i9 ^^^ Tangenten an J^ in jenen Pnncfen (ru) und {9t) 
werden, einander in z sclineiden und zu den Polaren X und Y zugeordnet 
harmonisch sind. Hier besteht die S{Cl) aus allen Paaren Tangenten der 
Cnrve ^^ welche sich auf der Geraden Z schneiden. Dagegen enthalten 
S(Ci) ond S{Cy) alle eigentlichen Kegelschnitte (P, welche durch die ge- 
gebenen Puncto 3, ji gehen und die gegebene Curve A^ doppelt berQhren. 

3) Wenn A^ und B? aus zwei Paar Geraden ^ und ;^i, 3 ^^^ 3i 
bestehen, so sind sie als zwei Paar Gegenseiten des Vierecks r^/ti anzu- 
sehen, ihre eigenen Schnitte als die Pole y und z, ihre Wechselschnitte als 
die Schnitte r, s, t und u. Die vier gemeinschafllichen Tangenten R, S^ 
T und U fallen alle auf die Gerade yz = X Die Schaaren S{Cl) und 
S{Cl) arten in StrahlbOschel um die Pole y und z aus, in gleichem Sinile wie 
oben (1.)) QQd ®s bleibt nur die S{Cl) als eigentliche Curven flbrig, deren 
BerQhrungssehnen durch den Pol x, deren Wechselsehnen dagegen paarweise 
durch die Pole y und c gehen (§. 10. IL). 

4) Wenn A^ und B'^ aus zwei Paar Puncten 9 und |^i, } und )i be- 
stehen, so sind sie als Gegenecken des Vierseits RSTÜ anzusehen, die 
sie verbindenden Geraden i^pi und jji als die Polaren Y und Z, und die 
beide Paare wechselseitig verbindenden Geraden als die gemeinschaftlichen 
Tangenten R, S, T und U. Die vier Schnitte r, #^ t und u liegen alle im 
Pol X =: YZ vereint. Die S{C^) artet aus in alle Paare Gerade, welche 
durch die Puncto j und )i gehen und sich auf Y schneiden; und eben so be- 
steht die S(Cl) aus allen Paaren Gerade, welche durch 9 und ^i gehen und 
sich auf Z schneiden. Die S(Cx) bleiben eigentliche Curven, die dem Vier- 
eck 99iJ3i umgeschrieben sind. 

5) Wenn endlich A^ aus zwei Puncten 5 und ji, und B'^ aus zwei 
Geraden 3 ^^^ Si besteht, so sind sie als die durch diese Bezeichnung an- 
gedeuteten Elemente anzusehen, so dafs ferner die Gerade }j|=Z und der 
Schnitt 33i = ^ is^* ^^® ^^^ gemeinschafllichen Tangenten fallen paarweise 
auf die Geraden z^ und z^g^ ndmiich {Rü) = z^ und {ST) = eji, und 
daher liegen die zwei Paar Gegenecke)) x und Xi^ 9 ond 9^ in z vereint. 
Eben so fallen. die vier Schnitte r, Sy.t, u paarweise (r und u^ s und /) zu- 
sammen, in die Schnitte von Z mit 3 und ^^^ so dafs {ru) s=r Z^ und 
{st) = Z3i; nnd daher fallen die beiden Paar Gegenseiten X und 3Ei, 9) und 
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2)i auf Z^ aber trolzdem bleiben ihre Schnitte, die Pole x und y, dennoch 
dadurch bestimmt, dafs sie sowohl zu 2 und ji, als zu den Schnitten Z3 OQd 
^3i zugeordnet harmonisch sind. Die S{Cl) arten in den StrahlbOschel am 
z aus. Dagegen enthalten die S{Cl) und ^(Cy) eigentliche Curven, welche 
durch die Puncto } und 51 gehen und die Geraden 3 ^^^ 3i berühren. 

III. Gestützt auf diese besondern Fälle (IL)? so wie auf den obigen 
allgemeinen Fall (§. 10.), lassen sich folgende Aufgaben leicht behandeln und 
die Zahl ihrer Lösungen im Voraus bestimmen. 

1) j,Eine Curve C^ zu finden, welche zwei (/egebene Kegelschnitte 
A^ und B^ doppelt berührt und zudetn noch entweder 

a. eine gegebene Gerade G berührt; oder 

ß. durch einen gegebenen Punct p geht!'' 
Jede dieser beiden Aufgaben gestattet sechs Lösungen, und zwar bestehen die 
lösenden Curven aus 2C^^ 2Cy und 2C^. Die gegenseitigen vier Schnitte 
des Corvenpaars 2Ci, etwa p^ pg^ pi und ^3, liegen in einem der Kegel- 
schnitte M^ (§• 10. II. 4.), welcher durch den gegebenen Pnnct p bestimmt 
ist; die drei andern Schnitte p^^ p^^ Pi sind dadurch bestimmt, dafs einer 
derselben, etwa p^^ in der Geraden xp liegt und dann auch die Gerade /^iPs 
durch X geht, und zudem beide Gerade pp^ und PiP% z\k den Seiten ü und Xi 
zugeordnet harmonisch sind. 

2) „Eine Curve C^ zu finden, welche eine gegebene Curce Ä^ 
doppell berührt und nebstdem noch entweder 

a. drei gegebene Gerade 3? 3i ^^^ ^ berührt; oder 

ß. zwei gegebene Gerade 3 ^^^ 3i berührt und durch einen ge-- 

gebenen Punct p geht; oder 
y. eine gegebene Gerade G berührt und durch zwei gegebene Puncte 

g und 5i geht; oder endlich 
d. durch drei gegebene Puncte g, }i und p geht.''^ 
Bei jeder dieser vier Aufgaben finden, im Allgemeinen, sechs Lösungen statt ; 
wie vorhin (1.)* 

3) „Eine Curve C^ zu finden, welche entweder 

a. drei gegebene Gerade 3) 3i ^^ ^* berührt und durch zwei ge^^ 

gebene Puncte j\ und jx gehl; oder 
ß. zwei gegebene Gerade 3 ^^d 3i berührt utid durch drei y«- 

gebene Puncte 5 , jj und p geht.^' 
Beide Mal vier Lösungen. 
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4) ,,Eine Curve C^ zu finden, welche entweder 

a. vier gegebene Gerade berührt (IL 3.) und durch einen gegebenen 

Punct p geht; oder 
ß. durch Vier gegebene Puncle geht (II. 4.) und eine gegebene £re- 

rade G berührt:' 
Beide Mal zwei Lösungen. Und endlich: 

5) „Eine Curve C^ zu finden, welche entweder 
a. fünf gegebene Gerade berührt; oder 

ß. durch gegebene fünf Punct e 4feht;'' 
beide Mal nur eine Lösung^ oder C^ nbsolut bestimmt. 

§. 18. 

Bemertmng. Die Aufgabe : 
„Eine Curve C^ zu finden, welche drei gegebene Curven A^, B' , 
und D^ doppell berührt/' 
ist im Allgemeinen unmöglich, wie aus dem obigen (§. 10.) leicht erhellet; 
sie wird erst dann möglich, wenn die gegebenen Curven eine gewisse nfibere 
Beziehung zu einander haben, was bereits schon in der niehrerwdhnlen Ab- 
handlung (Bd. 37. S. 187 d. Journ.) angegeben worden, und wovon man sich, 
wie folgt, leicht äberzeugen kann. 

Denn angenommen die Curve C^ berfihre jede der drei gegebenen 
Curven A^, ß^ und D^ doppelt; seien etwa A, B und D beziehlich die 
Berilhrungssehnen, und seien ferner x, y, z; x', y, z* ; x", y\ «" die ge- 
meinschaftlichen Trippel conjugirle Pole, so wie X, Y , Z; X*, Y', 7/ ; 
X*\ Y'\ Z" die geineinschafllichen Trippel conjugirle Polaren der Curven- 
paare J^ und B'^, J^ und /)^ B'^ und D'^x so mufs die BerOhrungssehne A 
sowohl durch einen Pol des ersten Trippeis, etwa durch x, als auch durch 
einen Pol des zweiten Trippeis, etwa durch x*, gehen (weil A^ zum ersten 
und zweiten Curvenpaar gehört) (§. 10. IL 1.), und dann müssen auch die 
BerOhrungssebneu J3 und D beziehlich durch die nfimiichen Pole x und x', 
so wie auch beide durch einen und denselben Pol des dritten Trippeis, etwa 
durch x*\ gehen. Demnach müssen die drei Berfthrungssehnen A, B nnd D 
allemal die Seiten eines solchen Dreiecks sein, welches irgend drei Pole^ je- 
doch von jedem Trippel einen, zu Ecken hat, wie das Dreieck xx'x^'; die 
Combination gestattet 27 solche Dreiecke. Da nun ferner sowohl x und X, 
als x' und X\ so wie o^" und X^^ Pol und 'olare in Bezug auf die Curve C' 
sind (§. 10. IL 3.), so mufs das Dreieck x'x*' mit dem Dreiseit XX'X" 

29* 



224 /'• J» Si e iner, aUgem. Betraehtung üb. emo/uf. doppelt berühr. Kegehchniite. 

perspectivisch liegen; d.h. die drei Geraden, welche ihre Ecken in bestimmter 
Ordnung paarweise verbinden, treffen sich in irgend einem Puncte p, und die 
drei Schnitte der entsprechenden Seitenpaare liegen in irgend einer Geraden P; 
nämlich heifsen die den Seiten X, X!, Jf gegenfiber liegenden Ecken des 
Dreiseits beziehlich a, b, d (sie sind zugleich die Pole der Seiten A, B, JD, 
des Dreiecks xx'x^' in Bezug auf die Curve C^ sowohl als beziehlich in 
Bezug auf A^, B\ D^}^ so treffen sich die drei Geraden ax, bx\ dx" in 
einem Puncte p,- und die drei Schnitte AX, BX', DX" liegen in einer 
Geraden P (auch sind p und P Pol und Polare in Rficksicht auf C^). — 
Zu diesen Eigenschaften gesellen sich ferner noch folgende. Bezeichnet man 
die gegenseitigen vier Schnitte der drei Curvenpaare durch r, s, t, u; 
r\ s\ t\ u'; r", s", t", u" und ihre vier gemeinschaftlichen Tangenten durch 
«, S, T, U; B!, S', T', V; R', S\ T\ U", und gleicherweise die 
übrigen Elemente: so gehen durch die Pole x, x\ x'^ beziehlich die Seiten- 
paare X und X|, 3r und lS!i^ X" und 3E^% und in den Polaren X, X\ X" 
liegen beziehlich die Eckenpaare x und Xn ^ ^^^ ^19 ^" ^^^ ^^ ^^^ alsdann 
schneiden sich von den erstem viermal drei in einem Puncte, etwa XSE^BT^ 
XXiXl', X%dii und X"3Ei3^i, und von den letztem liegen viermal drei in einer 
Geraden, j:x'x'\ xxW!^ x'riri' «od x"xix[^ 

Wenn also eine Curve C^ die drei gegebenen Cur ven A^, B\ D^ doppelt 
berfihrt, so müssen die den letztern zugehörigen Elemente, unter andern, die an- 
gegebenen Eigenschaften haben ; da aber diese Eigenschaften einander bedingen, 
selbst von einander abhangig sind, so beschränkt sich die Bedingung für die 
Möglichkeit der Curve C^ nur auf je einen Theil derselben, nämlich: 

Die Curve C^ welche die drei gegebenen Cur ven A\ B^ und D^ 
doppelt berühren soll, ist möglich , sobald entweder: 

1) von den 27 Dreiecken, welche je drei Pole, jedoch von jedtm 
Trippel einen, zu Ecken haben, irgend eins (wie xx'x'') mit dem ihm 
entsprechenden Dreiseit (XX' X") perspectivisch liegt; oder 

2) von den Seiten der drei Vierecke rstu, r's'fu', r"s"t"u" irgend 
drei, worunter jedoch von jedem Viereck eine (wie etwa X, X!, 3£"J eich in 
einem Puncte p treffen; oder endlich 

3) von den Ecken der drei Vier seit RSTU, R'S'T'Ü', R'S"T"Ü" 
irgefid drei, unter denen jedoch von jedem Vierseit eine (wie etwa x, x\ x'') 
in einer Geraden P liegenJ*' 

Berlin, im März 1852. 
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16. 

Darstellung einer beliebigen gegebenen Gröfse 

durch sin am (u+w^k). 

( Von Herrn Dr. Kiehehi, prof. ord. an der Universität zu Köni^berg in Pr.) 



Jciioe bei der Anwendung der elliptischen Functionen sich öfters dar- 
bietende Aufgabe besteht darin, für einen gegebenen Modul Ar eine beliebige 
gegebene Gröfse durch sinam(ti^A) auszudrflcken. 

Fflr den Fall, dafs diese gegebene Gröfse (= A) reell ist, findet man 
die BesUmroung von u in (§. 69.) der „Fundtwienta,^^ bei Gelegenheit der Re- 
duction des von Le^endre benutzten Parameters der Integrale dritter Gattung, auf 
den von Jaeafn eingefflhrten Parameter, und hat demgemäfs, während Ä resp. 

positiv und kleiner als 1, 

positiv und gröfser als 1, aber kleiner als -r-, 

positiv und gröfser als -t- 

ist, respective 

isinam(ti^A) = Ay 

sin am ( JST-f tti^ Ar) = A, 

s\nBm{iKj,-\'U,k) = A 

zu setzen, wo K und K^ die bekannte Bedeutung haben. Zur Bestimmung 
des Arguments u selbst, dienen dann respective die Formeln 

—J •((1-^')(1-Ä'x'))' Odern— Ä j i{S\-Jc^)\i-k^x-)y 

_ f ^ dx . _K 1 ^'-*" dx 

'—J y((l-a:')(l-A«x«))' Oder u — Ay ^((,_^t,^,_4.^.,y 

Ist die gegebene Gröfse := tili, wo A^ reell und positiv ist, so 
hat man 

(3.) lAi s= 8inam(tr^A:) 
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ZU setzeo, und bedient sich zur Bestimmungf des Arguments v der Formel 

/(»+^;) dx ^ ^ r^(^^n^') dx 



... /K(»+^ij dx jx ir r 



Für den Fall, dafs die Grdfsen A und Ay negativ sind, hat man respective 

A = sin am(— ti>A?), 
A = sin am(— JC — fti,Ä), 
A = sin am ( — iKi — u,k)^ 
t-Ji= sinam(— fV, Ä), 
und in den obern Grenzen der Integrale (2. und 4.) statt A und Ai respective 
— A und — Ay zu setzen. 

Wenn die gegebene Grölse einen beliebigen imaginären Werth hat, 
so läfst sich die Auflösung der vtiMiegenden Aufgabe aus den Grundformeln 
der elliptischen Functionen fQr die Summe und Differenz zweier beliebiger 
reeller oder imaginärer Argumente, welche sich aus den (§§. 18. und 19.} 
der ^^Ffwdamenfa^^ ergeben, auf verschiedene Weise ableiten. Die in den 
folgenden Zeilen von mir mitzutheilende Art scheint mir die einfachste zu sein. 
Die gegebene Gröfse sei auf die Form 

pfcosö-ffsinö) 
gebracht, wo p eine reelle Gröfse ist und der Winkel die Grenzen —^n 
und -f 4^ ^^^^^ überschreitet. Setzt man nun 

(5.) p(cosö4-»sinö) == sinam((ti-f ti?),Ä), 
so reducirt man die Fälle, wo q negativ ist, auf die Fälle wo (> positiv igt, 
dadurch, dafs man den in den letztern gefundenen Wertben von u und v das 
entgegengesetzte Zeichen igiebt. Es darf daher g positiv angenommen werden. 
Ferner kann man, wegen der doppelten Periodicitfit der Function sin am, 
die Aufgabe dahin modificiren, dafs nur die, die Grenzen —K und -f iC nicht 
Oberscbreitenden Werthe von u, und die die Grenzen — K^ und -f-i^i nicht 
überschreitenden Werthe von v gesucht werden. 

Zu diesem Ende führe ich die kleinsten positiven Winkel ein, welch« 
den Formeln 

(6.) siny = -f^, sinv/ = yq5p^ 

genügen, und bestimme die Argumente u und v aus den Formeln 

sinam(w,Ä) = /(ytang^y tang^y^), 
jBm{v,kj) = y(Artang|9cotangi^) 
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in der Art, dafs man fflr u den kleinsten positiven und fflr v denjenigen 
kleinsten reellen genOgenden Werth nimmt, dessen Zeichen mit dem Zeichen 
von flberein:)limmt. 

Uor Beweis dieser Behauptung ist folgender. Setzt man der Kurte 
wegen die Function 

y(I+2xcosÖ-4-x') =-. f{x), 
wo, wie überall im Folgenden, das Wurzelzeichen den positiven Werth verk- 
langt, so erhält man leicht aus den angenommenen Formeln die folgenden: 

f8) 8inan.(i. *) = i/C-Lf Mz:/lz£) ) ( /^(M- fcJgjA ) 
[9.) sinanKU,«; — j^^^ ^ y^^^^ ^^.^_ ^^) V/(A^) + /(_Ap);>'' 

(9.) ^/aiD(r,A.)_ y(^^^.^^^ ^^.^_^^; ^^:^j__^-j;, 
oder, da identisch 



( fm + /•(- *g) N ( /(*•(» - A- h^ \ ._ u 



ist, folgende: 



(10.) sinam(ti,Ä) = -Äx^L^, 



(11.) ^.„(.,*.) =. Ä±Äz»€!, 

deren letztere auch folgende Form annimmt: 

(12.) ^am(rA) = a /W)^^^~^^ . 

Da nun die Functionen 
weil ihr DiiFereutialquotient nach x^, 

_ •((i+xV— 4jr*cos*f9) + (<+x*— 2co8'e) 

•((l-fjry— 4x"cog"ö) 

oder, nach leichter Reduction, 

_ /((j'— cos2e)'4-8in*2e)±(jr'-~co82fl) 
/((x* — cos2ÖJ«-|.8in«2e) 

fflr jeden reellen Werth von x^ stets positiv bleibt, selbst stets mit x^ zu- 
gleich wachsen, so ist leicht zu sehen, dafs die Werthe von JeLm{v,ki) die 
Grenzen k und 1 und die Werthe von sin am v^ A stets die Grenzen und 1 
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nicht Oberschreiten. Jenes folgt aus den Formeln (11. und 12.)) dieses aus 

der Formel (10.), da cos(? = /^~-|<~^> < ^ff"^^]^^ ist. Es ßiebt 

daher stets einen die Grenzen und 1 nicht flberschreitenden Werlh von u, 
und einen die Grenzen — Ki und Ki nicht Aberschreitenden Werth von r. 
Aus den Formeln (8. und 9.) ergeben sich aber ferner die Gleichungen 

f^^)'^f[Z^) = sinam(tr,Ap)^am(r,Ari), 
/'(M— /"(—*?) _ fr sin am (fi^*) 

und hieraus folgende, in welchen die obern und untern Zeichen auf beiden 
Seiten zusammengehören : 

f(+Q) i + sin am (u, k) .dum (v^k^) 

. / ^^*^^ " /*ara(i;,AJ4-*8inam(w,*) ' 

f(±Q) _ i±s\n,9im{u,k)JBm{v,k,) 
f( — kQ) /ftim{ü,k^) — Jirsinafn(t;^A) * 

Da nun die Formeln (16. und 18. §. 18.) der y,Fundmnenta'*\ wenn 
man io statt v setzt und die Formeln (1. 2. 4. §• 19.) benutzt, nach gegen- 
seitiger Division 9 in die folgenden Obergeben: 

((1+ 8inain(ti4-<v>*))(^± 8in«m(n— tV^Üp)) / 1 + sin am (u, k) Jam (v, t^ ) y 

((l + /f8inam(ii-f *«'>*))(* +^ sin ara(u—i(;^*)) \Jwxi(v,k^)'\'ks\vi9im(ti,k)y ' 

(1+ sinam(u-f-»<^^A))(l+ sinam(ti — iv,k)) f i + And(fXi(u,k)j9im(v,k^) \} 

(1 — Ä8inam(u4-««'j*))(^ — Äsinam(tt — iüj*)) \Jwa\{v,k^) — 48inam(tijA)/^ 

so erbSlt man, mit gehöriger Benutzung der identischen Gleichungen 

costf-f '^'^^ = ^^ 

(l+a^e''^)(14-ar^'^) = {fx)\ 

aus den Formeln (14.) folgende Gleichungen: 

(1+ s\nwü(H^iv,k)){\+ 8inaro(ti — ivjk)) (lHrge^)(l+ge^'^) 

(l+*sinam(M-f-i«;^fc))(i+*sinam(u— iv,*)) (l+*ße">)(l-|-*ee-'*) ' 

(1+ sinam(u-fiV^*))(i± 8inam(ti— i(;,il)) _ (\±Q^)(i±Qtr^^) 
(l--*sinam(u+ii;^ik))(l--*sinani(tt— ii?,*)) ( i — kqe^fi) (1 _ kge^^^) * 

Hieraus folgen sofort die Gleichungen 

{sinam(ii-f-i>^Ar)}{sinam(u — iv,k)\ = p^ 
sinam(i#-f /i7^Ap)-f sinam(ti — Ji^^Ar) ^=i 2qcos0, 

und daher ist sinam(u-{-<t^iA) entweder 

oder = p (cos tf — i sin ). 
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Oa nun aber aas der Grandformel (1. §. 180 der „Fundamenta^\ wenn man 
iv statt V seilt und die Fbrmeln (§. 19.) anwendet, die Formel 

(15.) sinam(ti-f tp^Ar) 

sin^m^u,k)JBm(osk^)'\•ico8Bm{n,k)JBm{u,k)s\nBm{v,lf^)co3Htn(v,ls^) 

cos*tim(vJk^)'\'k*s'ln*Bm(u,k)s\n*atn(v,k^) 

folft) deren imaginfirer Theil, mit Rficksicht auf die obige Annahme, wenn 
man u nnd v innerhalb ihrer oben bezeichneten Grenzen nimmt, das Zeichen 
Ton iO hat, während ihr reeller Theil positiv ist, so sieht man endlich, dafs 
die Gleichung 

(f{cosd'{'isinO) = sin am (ti -|- tt^^ Ar) 

besteht; was zu beweisen war. 

Um die Argumente u und v aus den Werthen von sin am (tf^ Ar) und 
^am(9^Ai) zu bestimmen, gebe man wieder auf die Definitionen dieser beiden 
Functionen durch Integrale zurQck. Dies giebt erstens: 

*siji«m(w,X) Jjp 



=/ 



lA ki>k and setzt man , was alsdann freisteht, 



k. 



s>n;i: 



80 ist zweitens: 



±/ 



^ 



dx 



Ist aber kx^<ikt so setze man, was dann freisteht: 



tarnet;«*.) ~ "°^' 



and erhftlt: 



±K,Tf 



^ 



dx 



w 

Hienach kann man die Argumente u und v entweder mittels der Leffenäre- 
sehen Tafeln, oder der auf der Transformation der elliptischen Integrale erster 
Gattung beruhenden Nftherungsmethode berechnen, wenn man es nicht vorzieht, 
die Reihen -EntWickelungen fdr die elliptischen Functionen sin am (ti, Ar) und 
^am(r^ArJ, und die ahnlichen, zur indirecten Bestimmung von ti und v durch 
die gewöhnlichen Näherungsmethoden zu benutzen. 

CreUe^i Journal t d. M. Bd. XLV. Heft 3. 30 
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Es ist wohl nicht flberflQssig, einer zweiten Lösung derselben Aufgabe su 
erwähnen, welche auf denselben Grundformeln wie die eben mitgetheilte beruht. 

Fahrt man die Winkel (p und y/, als die, absolut genommen, kleinsten ein, 
welche den Formeln 

..^. . 2ösinÖ . 2kgsw0 

(16.) tangqp = T=V ' '"«V' = TZTi^ 
Genflge leisten, so ist u der kleinste reelle positive und v der im Zeichen 
mit abereinstimmende kleinste reelle Werth, welche respective denjenigen 
der beiden Gleichungen 

I ang>m(iy^ ,) _^ tmg^w, oder = iBngl(7i4-w)^ 

(17 J) l »mcoam(fo*) oi^^ ötv i y/* 

|tangam(9^Arx}sincoam(ii^A:) = tang^^^ oder == tang ^ (ti -f V^) 

genagen, deren Seiten rechts respective im Zeichen mit d abereinstimmen. 

Der Beweis hievon Ififst sich wieder auf die Weise geben, dafs man 

zuerst die Existenz eines reellen positiven u und eines reellen v, welche den 

Gleichungen (17.) Genage leisten, nachweiset. Je nachdem die Winkel 

(p, t//, e, 

oder — q>, V> ^i 
oder —q>, — V> ^ 
gleiche Zeichen ' haben , haben auch die Gröfsen 

oder —(!-()'), \-ie(f\ 

oder — (1 — p^), —{X—K'q^) 
respective positive Werthe^ und umgekehrt; so dafs, da nicht zu gleicher Zeit 
\—(f^ und — (1— A^(>^) positiv sein können, auch der vierte Fall, dafs 

glaiebe Zeichen haben, nicht Statt findet. Zngleiek hat man respective die 
au den Gleichungen (7.) folgenden Formeln: 

8in^coam(ti^A:) = ycotangi^.tanglv'^ 

8in'ooam(ti,^) = — ytang^.tang^V'i 
8in^ooam(ti^ft) = ytang^9).cotang^V^^ 
langsam (9^ Ai) = ytang^y.tang^V'^ 
tang'amCv^Ari) = — j-cotang|9).tangiV^^ 
tang^amCr^ArO = ycotang^y.colangiv^. 
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Da die 6 Glieder rechts io diesen Gleicbungen in den drei verschiedenen 
Voraassetsnngen positiv sind, so ergiebt sich die Realitfit von v geradezu, 
nnd f&r u bleibt nur so zeigen flbrig, dafs die drei Werthe fflr sin^coam(ff^Ar) 
auch die Grenzen und 1 nicht Oberschreiten. Mit Hinzuziehung der For- 
men (16.) erhilt man aber in den drei Fällen respective: 

sin^coam(tf^^) &= 

/((l_ik«py+4*«p*sin«0)+l— *V * 

sin'coam(ti,Ar) s= 
4sin'tf 

(18.) ^ [/((l « ^)'+ ^•in*«)+ 1 - -^1 {•((i-**P*)*+4**»*ri»*»)+ 1 - »VI ' 

sin^ coam (ti> Ai) = 

y(('-f)"+7---»)+«-7 

Da nun aber oben gezeigt ist, dafs die Function 

2y[l -{-x^^^iiii-x'f — 4tx' cos" 0)'], 
während a^ von — cc bis zunimmt, stets selbst wächst^ so folgt hieraus 
auch, dafii die Function 

wahrend z von durch 1 bis co wichst, selbst 

von 2 durch y(4sin^tf) bis Null abnimmt. 

Aus dieser Bemerkung folgt, dafs in den drei verschiedenen Fällen die Seiten 
rechts der Gleichungen (18.) die Einheit nicht übertreffen. 

Es bleibt jetzt nur noch zu zeigen, dafs die so gefundenen Wertbe 
von u und r wirklich die Aufgabe auflösen. Zu diesem Zweck leite man aus 
den Gleichungen (16. nnd 17.) die folgenden ab: 

2p sing 2 sin coam {u,k) tangam {v,ki ) 

i — p' sin* coam (tt^üp) — tang'ain(t;>Äi) ^ 

2Jlrp8lng 2J!psincoam(ti^ifc) tangam (y^üf,) 

1 — **p* 1 — /p'8in*coam(ujA)tang*am(i;^A,) ^ 

welche nach Einfahrung der elliptischen Functionen des Arguments iv fOr den 
Modul k, in folgende Obergehn: 

30» 
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2/gsing 2-8in coam (u, k) sin am (tv, h) 

1— f* 8in*coam(tt^ik} + sin*ain(jfjilr) ' 

2ihQs\nd 2t sin coam {n, h) sin am (iv, k) 

1— ifc»p' ~ l + **sin*coam(ti,i|p)8in»am(ie;>*) 

Zieht man beide Seiten dieser Gleichnngen von ±1 ab, und benntst die For- 
meln (17. and 19. §. 18.) der „h\tnda7nenla^\ so erhält man die Gleichungen: 

(l+p(co8g+i8in6f))(l— f(co8g— tsing)) 
(1 — p(co8tf-f«8in«l))Cl + ß(co8e— isintf)) 

(1-f sin am (u-fit;^ <?))(! — 8inam(tf--i!;^<;)) 

(1 — sin am (u -{-iv, *)) (4 -f sin am (u — iv, k)) 

(l + >g(co8g+i8tng))0— ifcp(co8g— tsing)) 
(1 — Jlr^(cos0-|-isin0))(i + *ß(costf — isinö)) 

(1-f fc8inam(fi-}-ii;,t))(l — ÜPsinamQi — iv^k)) 

(i ~ A sin am (i* -f iv, *))(! + * sin am (ii — iv, k)) ' 

aus welchen dann die beiden Formeln 

2i(fsind = sin am (tf -|- i<7> A) — sin am (tf — ir^ A) 
p^ = sinam(ti-f<*<'>^) sin am (ii — iV, A) 
folgen, welche, da der imaginäre Theil von 8inam(ti-f tr^A)) der Formel (15.) 
gemäfs, auch hier bei der gemachten Voraussetzung mit iO fibereinsUmmt, auf 
die zu beweisende Gleichung 

^{oos0'\'is\n6) = s\n am (u -{- iv, k) 

fahren. Die Argumente u und v selbst findet man aus den Werthen fSr 
sin coam (ti^ Ar) und tangam(9^Ai) durch die Formeln 

" = ^-y •((i-x.«)(i^*«x«))' 

V{{i-x')(i-k\x^))' 

Die besondern Ffllle, in welchen 0=0, oder = ^n, oder Ar s= oder 
Ar = 1 ist, erfordern keine besondere BerQcksichtigung. Auf eine ihnliohe Art 
kann man jede gegebene Gröfse auch auf die Formen 

cos am (u -f i^ß Ar) 
J am (ti 4* i^f k) 
tang am (ti -f n'f Ar) 
bringen. 

Cranzi den 26. August 1858. 



/< 



233 



17- 

Bemerkungen zur Theorie des Raumpendels. 

(Von Herrn Prof. Dr. Richelot za Königsberg in Pr.) 

( Am einem Briefe desselben an den Heraosgeber dieses Journals. ) 



Ich glaube, Ew. . . . Interesse fflr die folgenden MiUbeilungen aus dem 
Gebiete der analytischen Mechanik in Anspruch nehmen zu dürfen, um so 
mehr, da sie ein jetzt vielseitig besprochenes Problem berObren. Ich beziehe 
mich hiebei auf die im 2ten Bande der analytischen Mechanik Seite 194 
eingeführte Bezeichnung, und werde hier zuerst den Tbeil der auf den fol- 
genden Seiten gegebenen Enlwickelungen, welcher sich bu(. kleine Schwin- 
gungen des Raampendels bezieht, ganz anders behandeln^ und namentlich die 
Hodification derselben, in Folge störender Kräfte, durch einfache Formeln 
ausdrücken. Wenn gleich diese Aufgabe in neuester Zeit von mehrern Geo- 
metern bei Gelegenheit Jenes oben erwAhnten bekannten Problems behandelt 
ist, so halte ich doch die folgende Darstellung, ihres unmittelbaren An- 
schlusses an die Layranyeschen Gleichungen und ihrer Kürze wegen , nicht für 
überflüssig. 

Die am angeführten Orte aufgestellten Differential -Gleichungen des 
Problems gehen nach einer leichten Combination in folgende über: 

Ci.) j^ = 0, 5j = 0, 

wo also r die Länge des Pendeb, tp seine zur Zeit t stattfindende Neigung 
gegen die Verticale, Und d^ den Winkel bedeutet, den die durch das Pendel 
gelegte Vertical- Ebene in der Zeit dt beschreibt. Die Integration dieser 
Gleichungen führt auf die vier Gleichungen 

•ta>g = C, (^)-+=,„>(^y_f c,^ = E. 

fl ß 

wo der Kürze wegen jB = y |(ß-f--2cosv)sin'V' — C^| gesetzt ist. Die erste 
dieser Gleichungen entspricht dem FlAchensatK , die sweite dem Satz der leben- 
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digen Kraft; die dritte giebt die Zeit, die vierte den Winkel ^ an, welche 
von dem Moment an gezählt sind, wo der Winkel tp seinen kleinsten Werth 
=:ß. hat, so dafs also —T und — die zu y^ = ß gehörigen Werthe von 
t und (p sind. Endlich bedeute a, wie bei Lagrange, den gröfsten Werth 
von yj. Ich betrachte hier a, ß, T, als die vier willkflrlichen Constanten 
der Integration und werde ihre Correctionen bei hinzutretenden störenden 
Kräften , hier in dem auch von Luffrange abgehandelten Falle, dafs a und ß 
als Gröfsen erster Ordnung behandelt werden, auf folgende einfache Art 
bestimmen. 

Da hier eine successive Annäherung Statt findet, so kann man, wie 
es gewöhnlich geschieht, die aus Berflcksichtigung der höheren Potenzen von 
\p herrflhrenden Glieder mit den auf der rechten Seite der Gleichungen (1.) 
hinzutretenden Störnngsfunctionen vereinigen und erhalt dann, die resultiren- 
den Aggregate durch H und JQ| bezeichnend, folgende Differential -Gleichungen: 

(2.) -^-=.ß. (3.) '^"'^ r^^ ' = i2.. 

Es ist bekanntlich bei der Variation der Constanten vortheilhaft , solche 
Lösungen des ungestörten Problems anzuwenden, bei welchen alle fibrigen 
Variabein durch die Constanten und die Zeit ausgedrtlckt sind. In unserm 
Falle folgen dergleichen Formeln aus den allgemeinen Integralen hier iröo 
selbst, nemlich: 

(4.) V'85n(y + *) = «sin(|/ J(/+ T)), 

(5.) V^cos(9)4-*) =/5cos(y^(/ + r)), 

aus denen man ersieht, dafs zu gleicher Zeit 

t=^ — T'\-\{h7i)'V^, y=— *-j-^Ä7r und rp=^a, oder =/9, 

ist, je nachdem h eine ungerade oder eine gerade Zahl ist, und dafs die ganze 
Bewegung periodisch ist. Ihre Richtigkeit ergiebt sich beilAufig aus folgender 
Rechnung, deren Resultate ich hier brauche. Durch Differentiation der 
Gleichungen (4. und 5.) erhält man: 

(6.) -|-^sin(9>4*)+v$cos(9,+ *) = «|/lco8 j/f (Z+r 



\ 



(7.) _^cos(y+*)+y/^9ln(y + *) = /5j/f sinj/f (Z+T). 
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Maltiplidrt man (6.) mit (5.) und (7.) mit (4.) and addirt die Resultate ^ so 
erbfilt man die Gleichung 

(8.) v'^ = <./S/f 

Erhebt man je beide Seiten der vier Gleichungen (4. 5. 6. 7.) ins Quadrat, 
nachdem man die beiden ersten mit y-^ multiplicirt hat, und addirt die Re- 
sultate, so erhfilt man die Gleichung 

Hieraus sieht man nicht nur, dafs (4. und 5.) die endlichen Integral- 
gleichungen der Differentialgleichungen (2. und 3.) ffir i2 = und i2i = 
sind, sondern zugleich, dafs, wenn man die Variabein a und ß, wie sie aas 
den Formeln (4. und. 5.) durch fp und rp und / bestimmt werden, statt tp und \p 
einführt, die Differentialgleichungen (2. und 3.) selbst in folgende flbergehen: 

welche, nach EinfOhrung der Gröfsen a, ß, 4>, T, t stall der Variabeln 
V'^ y, -jj^, -^j^, zur nfiherungsweisen Bestimmung der Gröfsen a und ß ge- 
schickt sind. Die Differentiation der Formeln (4. und 5.) nach den erstem 
Gröfsen giebt die Gleichungen 

ßd<P-a^fdT = +i?a-tang{|/f (Z+T)), 

ad4^-ß^jrdT = - rf/9.cotang [/-f (^ T)], 
welche zur Bestimmung von ^ und T dienen. Setzt man der KQrze wegen 

und beseicbnet die in der Zeit t=t^ bis /=< zu den vier Constanten des 
ungestörteD Problems hinzutretenden Correctionen durch ein vor denselben 
gesetztes d, so erhAll man die vier einfachen Formeln: 
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da == /wcoardt, dß ?= ho^sXiiTdx, 

S4» =y ^i_ß^ dt, dT =y-£=i_,_j, dt, 

in welchen unter dem Integralzeichen die Gröfsen a, ß, 4», T als constant za 

betrachten, und die Integrationen von r = y ^ • (/;, -f T) bis T = l/-2..(/-f: T) 

auszudehnen sind. Ffir die Zeit von einem Maximum des Winkeis tp bis zum 
nfichsten, hat man die Integralion von An bis {h-^l)7i auszufahren, und daher 
die um n periodischea Glieder nicht zu berOcksichtigen. 

Als Beispiel werde ich die, Seite 206 der ,, Analytischen Mechanik** 
gegebene Aufgabe der Bewegung des Raumpendels im widerstehenden Mittel, 
jedoch hier nur für kleine Schwingungen, aber bei dem allgemeinern Gesetze 
des Widerstands behandeln, welches durch die Formel at^-^-bn^, wo v 
Bahngeschwindigkeit bedeutet, ausgedrflckt wird. Es ist dann, 

V = aiirg).y(i— '* ~/ sin'r) = ay{rg).Jr 
gesetzt : 

£i, = — 2|-.(a^cos'r-f-/S'sin'T)(fl-f *ay(r^).^iT), 
und hieraus 

= — T/— «aacosT— rÄa^ii/TCOST, 
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w^s=z — y—*ßa sinr — rbaßJr cos t, 

woraus — r^ = A^> -^ = ^ nnd mit der gewöbnlidien Beseiduang d«r 
elliptischen Integrale, 

da = — ioaV^-JT-f ^sin2T}— ^Ä«V jsinTC08T^T+-ii— ^ — pj^j, 
«>*=0 and <tr=— al^-.sin'T-f-i*«r^li=i, 

I 

als die vom ersten Minimum des Winkels tp an berechneten Correotioneii 
folgen, welche, zwischen zwei auf einander folgenden Maximis, 
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d4> = 0, öT == sind. 

Ich will diese Gelegenheit nicht vorbeilassen, um Aber die Behandlung 
desselben Problems fOr endliche Schwingungen, ohne successives Näherungs- 
verfahreni» einige nöthige Bemerkunsren hinzuzufOgen. 

Bei vielen Problemen der Dynamik gewährt die Einführung der von 
Jacobi durchforschten elliptischen Functionen das einzi(/e Miiiel^ um die Variabein 
als Functionen der Zeit und der willkQrlichen Constanten darzustellen und 
dadurch den Lösungen eine bisher nicht geahndete elegante Form zu geben, 
welche, wie oben schon erwähnt^ bei hinzutretenden slörenden Kräften zu- 
gleich die geeigneteste für die Variation der Constanlen ist. Besonders ein- 
fach wird dann noch die Anwendung der letztern Methode, wenn man ge- 
wisse Systeme von willkOrlichen Constanten zum Grunde legt, wie sie sich 
aus der Benutzung der Hamittonschen Methode der Integration der dyna- 
mischen Differentialgleichungen von selbst ergeben. Ich habe mich darflber 
ausführlicher bei einem dieser Probleme, dem sehr wichtigen Problem der 
Rotation eines festen Körpers, bei anderer Gelegenheit ausgelasseu. Für 
das vorliegende ungestörte Problem hat vor längerer Zeit ein jüngerer Mathe- 
matiker, Dvrejfe, auf meine Veranlassung, dasselbe mit Hülfe der elliptischen 
Integrale und Functionen behandelt; aber weder diese, bis jetzt ungedruckte 
schöne Abhandlung, noch die spater im 38len Bande Ihres Journals erschie- 
nene^ sonst sehr vollständige Arbeit des leider vor Kurzem uns durch den 
Tod entrissenen Gndermann^ enthalten jene letzten, oben angedeuteten For- 
meln, weiche z. B. in dem Problem „der Rotation ohne äußere Kräfte^ 
Rueb zuerst zum Theil, und später Jacobi im 39ten Bande Ihres Journals 
volMändig gegeben hat. Inzwischen habe ich bei mehrern Problemen, 
namentlich beim vorliegenden und beim Problem des sogenannten Lagranye'- 
sehen Falles der Rotation eines schweren Revolutionskörpers, der um einen 
Punct einer seiner Haupt -Axenrichtungen pendelt, ähnliche Formen der Lö- 
sung erkannt. Die erstem habe ich Anfangs dieses Jahres meinem Freunde 
Äronhold brieflich mitgelheill und lasse sie hier folgen, obgleich man im März- 
hefle des Liouvilte^chen Journals, in einer später erschienenen Abhandlung von 
Tissot, eine im Wesentlichen nicht davon verschiedene Auflösung finalen kann. 
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Setzt man bei den obigen Bezeichnungen von Loffratiffe: 

jn COS*/? — cos'g * 2 \ -f 2costtCOS/g-f ^Q^*^ 

i + 2cosacos/5f4-cos*/?' * l+2cosacos/?+cos'/?' 

''* ^ ]/(2^(cos/?-cosa)), 
führt die Argumente a und b durch die Gleichungen 
yC 1-1 cos^ ; = - '* sin am (!«,*), y(^-j-j__.;= Arsin coam(iÄ,A:) 

ein, und setzt endlich, mit Einführung der in den ,,Fundamentis'*^ üblichen 
Zeichen, 

SO sind jene Formeln folgende: 

COSV — e'{ia):P(ib+K)—H'{ia)e\ib+K) 

. . e\.Hlia)H(ib'\-K) 

sinv^Sin^) — ©.(i^) j^(i4^ jf , - fi*(ia) ©*(i6+ A) 



smi^cos^ = — t 



0*(ia)H\ib+K) — H\ia)e'(ib'\-ä) 

^ j^jp e(ti-ta)©(u+jir^tft) . ^„g 0(11+1«) e(ii+iiC4-i&) | ^ 

Zur vollslfindigen , hiermit zusammenhängenden Auflösung des durch 
eine besondere störende Kraft afficirten Problems, welches seit einiger Zelt 
das Interesse der Mathematiker sehr in Anspruch genommen hat, habe ich 
einen meiner frühem Schüler veranlafst, und bin um so mehr davon überzeugt, 
dafs seine Arbeit eine vortrefflich durchgeführte neue Anwendung der Theorie 
der elliptischen Functionen, und namentlich der Transcendente 0, auf die Theorie 
der Störungen sein wird, als derselbe die ihm von mir gestellte, oben ange- 
deutete, einen Revolutionskörper betreffende Aufgabe in einer nächstens er- 
scheinenden Abhandlung auf eine in jeder Beziehung befriedigende Weise 
behandelt hat. Genehmigen etc. etc. 

Königsberg, den 7. September 1852. 
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18. 

Elementar -stereometrischer Beweis für die Anwen- 
dung der allgemeinen Cubatnrformel für Körper- 
stumpfe auf solche Körper, die durch Rotation eines 
Kegelschnitts um eine Haupt -Axe entstehen. 

(Vom Herrn Director Dr. August in Berlin.) 



Jln einer Programmschrift, die im Jahre 1849 erschienen ist, habe ich 
den Satz bewiesen, dafs jeder ebenflächige Körper zwischen zwei parallelen 
Grundflächen, die alle seine Eckpuncte aufnehmen, raumgleich ist mit drei 
Pyramiden, die gleiche Höhe mit dem Körper haben und unter denen zwei 
den Mittelschnitt zur Grundfläche haben, eine aber das arithmetische Mittel 
der beiden parallelen Grundflächen. Nennt man daher die untere Grundfläche G, 
die obere K, den Mittelschnitt M, die Höhe (d. h. den Perpendikel - Abstand 
beider parallelen Grundflächen) h; so ist der Raum -Inhalt P des Körpers: 

Diesen Körpern, deren Seitenflächen beliebige Neigung gegen die 
Grundfläche haben können, habe ich im Allgemeinen den Namen Trapezo^ 
dalkörper beigelegt; weil die Seitenflächen derselben vorwaltend Parallel« 
trapeze sind , obwohl auch Dreiecke und Parallelogramme vorkommen können. 
Da jeder ebenflächige Körper durch Parallel -Ebenen, welche durch die Eck- 
puncte desselben gelegt sind, in Trapezoiäatkörper zerlegt «werden kann; 
so habe ich die letzteren auch als Körperstumpfe bezeichnet« Diese um-^ 
fassen sowohl die abgestumpften Pyramiden y als auch die Obelisken, und 
ejQthalten auch solche Körper, deren Mittelschnitte Figuren von anderer Seiten- 
i^ahl sind, aU die Grundflächen; wie z.B. das Oktaeder, in welchem zwei 
parallele Seitenflächen als Grundflächen angesehen werden können, wobei der 
MittelscbnUt . ein Sechseck wird, während die Grundflächen Dreiecke sind. Es 
können selbst beide Grundflächen oder eine (als Punct oder Linie) ver- 
Si^hwinden; eben so die Mittelfläche. DiQ Formel ist daher ganz allgemein und 
reicht weiter, als die bekannte fär Obelisken bereits aufgestellte« 

31» 
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Dafd diese Formel nicht neu ist, sondern ffir ebenflScbige Körper schon 
von andern Mathematikern anfgestellt war (von Chaptnan, Pronj/^ Eytelwnn, 
Poncetel, ßrix, Steiner)^ habe ich in jener Abhandlung angegeben. Die 
geometrische Ableitung derselben, verschieden von derjenigen, welche Herr 
Professor Steiner in diesem Journal (Band XXIII. S. 275) mitgetheill hat, 
sowie der Nachweis, für welche Umdrehungskörper sie sieb gleichfalls eigne, 
war der Haupt -Inhalt jenes Programms, in weichem ich auch die mir vom 
Herrn Commissionsrath Brix brieflich gewordene Mittheilung eines Resnitales 
seiner Untersuchungen angefahrt habe, auf welche ich auch gekommen war. 

Es lAfst sich nflmlich durch Dilferenziren leicht nachweisen, dafs die 
Cubaturformel 

für alle Körper zwischen Parallel -Ebenen gflltig ist, deren Durchschnitts- 
flächen Functionen vom ersten, zweiten oder dritten Grade ihrer Entfernung 
von einer der Grundflächen sind. 

Durch Anwendung des Tajfhrschen Satzes habe ich noch elementarer 
dies in jener Abhandlung darzustellen versucht. Erst in neuester Zeit bin 
ich zu einem elementar -stereometrischen Verfahren gelangt, durch welches 
jener Satz der Elementarmathematik ganz anheimfällt. 

Obwohl dieses in dem dritten Gursus meines Lehrbuches der Geometrie 
bebandelt werden wird, halte ich eine Verbreitung durch diese Blätter nicht 
fflr ganz Qberflüssig. Daher will ich des Zusammenhanges wegen kurz den 
Gang andeuten, den nach meiner Ent wickelungsweise die Voruntersuchung 
nehmen mufs. 

Vorausgesetzt wird die Lehre Ton den Prismen, der Satz, daft die 
Pyramide der dritte Theii eines Prisma von gleicher Grundfläche und gleicher 
Höhe ist und die Euklidische Zerlegung der dreiseiligen Pyramide in zwei 
Pyramiden und zwei Prismen {Eucfiä Elem. XII, 3.). 

Es ergiebt sieb dann leicht folgendes: 

1. 

Eine dreiseitige Pyramide, zwischen zwei Parallel -Ebenen stehend 
gedacht, ist vier Pyramiden auf dem Mirtelscbnitt und einer Pyramide auf der 
Grundfläche zusammen gleich, welche sänuntlich die halbe flöhe der dreiseitigen 
Pyramide haben. 

Legt man durch A (Tal VII. Fig. 1.)^ der Spitze der dreiseitigen Pyra- 
mide A'—BCD, eine Ebene parallel der Grundfläche BCD, so liegt die 
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Pyramide zwischen zwei Parallel?- Ebenen, deren Absland die Höhe des Kör- 
pers ist, und der Mittelschnitt balbirl alle drei Seiten. 

Das stehende Prisma EGFCKL und die obere Pyramide A — EFG 
bilden zusammen 4 Pyramiden, deren jede gleich ist mW AFGE, also 4 Py- 
ramiden, auf dem iMittelschnitt mit halber Höhe. Die Pyramide GUDK und 
das liegende Prisma EGKHBL sind aber einer Pyramide auf der Grundfläche 
BCD mit der halben Höhe des Körpers gleich. Dies führt auf die Aus- 
messungsformel 

p = iA(4i»r+C), 

wo P den Raum -Inhalt der Pyramide bedeutet und h, 3i, G die oben an- 
gegebenen Werthe haben. 

2. 

Eine dreiseitige Pyramide zwischen zwei Parallel - Ebenen so ge- 
dacht, dafs in jeder Ebene nur eine Kante derselben liegt, ist so grofs wie 
Tier Pyramiden auf dem Mittelschnilt mit der halben Höhe des Körpers. 

Die so eben betrachtete Pyramide A — CBÜ kann auch so angesehen 
werden, dafs AC in einer Ebene liegt und BD in einer anderen, die mit 
derselben parallel liegt. Dann ist EGKL, der Mitlelschnitt, ein Parallelogramm, 
mit dessen Ebene sowohl die Kante AC, als auch die Kante BD parallel 
sind. Der Abstand der Parallel -Ebenen mit EGKL, welche durch JiC und 
BD gelegt sind, ist dann die Höhe des Körpers. Es ist klar, da(s das Prisma 
EFCLKG drei Pyramiden AFGE gleich ist. Es ist aber auch dreimal so 
grofs, als eine Pyramide auf der halben Grundfläche EGKL mit der halben 
Höhe des Körpers. Daher bilden das Prisma EFGKCL und die Pyramide 
AFGE einen Raum, der vier Pyramiden auf dem halben Mittelschnitt mit der 
halben Höhe des Körpers, oder zweien Pyramiden auf dem ganzen Mittel- 
schnilt mit der halben Höhe des Körpers gleich ist. Das Prisma EGKUB 
und die Pyramide GKDU haben dieselbe Gröfse. Die Pyramide ist also, so 
betrachtet, viermal so grofs, als eine Pyramide auf dem Mitteischnitt mit halber 

Höhe oder: 

P = iÄ(4iff). 

3. 

Wenn nun ein Körper, Ton ebenen Flachen eingeschlossen, sämmt- 

liebe Eckpuncte in zwei Parallel-Ebenen hat, so läfst er sich, offenbar in lauter 

dreiseitige Pyramiden zerlegen. Davon haben einige ihre Grundflächen in der 

untern Parallel-Ebene (diese mögen siehende Pyramiden heifaen) ^ andere ha- 
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ben ihre Grandflfichen in der obern Parallel- Ebene (diese mögen hangHide 
Pyramiden heifsen), alle übrigen haben nur Kanten in der obern nnd untern 
GlrundflAche (diese mögen schwebende genannt werden). Die untere Grund- 
fltche des so bestimmten Körperstumpfes besteht aus allen GrundflAchen der 
stehenden Pyramiden, die obere Grundfläche des Stumpfes ist aus alien Grund- 
flAchen der hangenden zusammengesetzt und der Mittelschnitt schliefst alle 
Hittelschnitte der stehenden, hangenden und schwebenden Pyramiden ein. 

Sind also in einem Trapezoldalkörper p, p\ p*\ p"', p"" etc. die ste- 
henden dreiseitigen Pyramiden mit den GrundflAchen jf, g\ g*\ ^ V 9'^^' etc. 
und mit den Hittelschnitten m, m\ m", tn!", m!"^ etc.: 

Ferner P, P\ P", P'", P"" etc. die hangenden Pyramiden mit den Grund- 
flAchen k, k!, Ä", Ä"', Ä"" etc. und den Hittelschnitten n, n\ n", n'", n"" etc.? 

Endlich S, S', S", S'", S"" etc. die schwebenden Pyramiden mit 
den Hittelscbnitten fi, /i!, p!\ fJ*\ /i'"' etc.: so ist 
p =iÄ(4rii -f^), P =iÄ(4» +*), 

p' = ^(4m' +y ), P' = }h{4n' +A'), 

;," = -JA (4/11'' +i^"), P" = iÄ(4n" + *"), 
;,"'== iA(4ii.'"-f/' ,, P' = iÄ(4n'"+rO, 
etc. etc. 

Die Addition dieser Gröfsen giebt fflr den Inhalt des Stumpfes: 

i[4(iw + m' + rii''+m''' + .-.+n+»'+n''4-n'''4-... + ^4-y + .a''^ 

iÄ(4ilf+<?+JS:). 

Dafs diese umfassende Formel die bekannteren ffir Obelisken u. s. w. 
einschliefst, dafs sie zum Beweise des Cavallerischen Satzes dienen kann und 
durch diesen auch ihre Anwendung auf Körper mit windschiefen FlAchen ver«- 

# 

roittelt wird, fSlit in die Augen. In jener Abhandlung und in dem Lebrbuche 
habe ich das Hierbergehörige mitgetheilt. Dafs sie aber auch auf Kegelstumpfe 
und Stumpfe von Rotationskörpern der Kegelschnitte Anwendung findet, er- 
giebt sich folgendermafsen sehr leicht mittels des Cavallerischen Satzes. 

4. 

Zwischen den Parallel- Ebenen aß, und yä (Fig. 2.) befinde sich eine 
schwebende dreiseitige Pyramide ABJÜN, deren Seiten -Ebenen Ober die 
Parallel- Ebenen hieraus erweitert sind (z« B. die Kante AM bis etc.)> 



Ä = 


= iÄ4/*, 


S' = 


= iÄV, 


S" = 


= *Ä V, 


S'^ = 


= i* V", 


etc. 





. . • 
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Zwischen denselben Parallel -Ebenen befinde sieb ein Ellipsold (oder 
Sphärold, oder eine Kngel) , dessen Hanpt-Axe SU das Perpendikel swiscben 
beiden Ebenen ist. Diese sei halbirt in T und ein Mittelschnitt sei. durch beide 
Figuren gelegt. Dieser bildet in dem runden Körper einen Kreis mit dem 
Radius TV, in der schwebenden Pyramide das Parallelogramm CDEF. Das 
Verhältnifs des Kreises zum Parallelogramm sei mm; so Ififst sich zeigen^ 
dafs tiberall jeder parellele Durchschnitt in beiden Körpern Figuren enthält, 
die das Verhältnifs m:n haben. 

Es werde durch den Punct W der Axe SV ein Parallelschnitt gelegt, 
der einen Kreis mit dem Radius WX in dem runden Körper und das Paral- 
lelogramm GHKL in der schwebenden Pyramide begrenzt, so verhält sich, 
den Eigenschaflen der Curve SVXÜ entsprechend (mag diese nun ein Halb- 
kreis oder eine halbe Ellipse zur grofsen oder kleinen Axe SV sein): 

WX" : TV^ = TU^ - TW : Tü\ 

Die Parallelogramme CDEF nui GHKL sind aber gleichwinklig, weil CDtGH 
und CFtGL ist. Daher verhalt sich: 

GHKL : CDEF = GH.GL : CD.CF. 

Es ist aber 

GH:CD^AG:AC=SW:ST=TÜ^TW:TÜ, 
GL : CF= GM: CM= WU: TV=^ TV- TW : TU, 

also GHKL : CDEF ^ TU^- TW : TU\ 

daher GHKL : CDEF = WX^n : TF^ti. 

Es haben demnach überall die Durchschnitte des runden Körpers zu den 
Durchschnitten der schwebenden Pyramide das Verhältnifs m : it. Daher haben, 
nach dem Cavallerischen Satze (der auch in diesem Falle durch die bekannte 
Methode des Ein- nnd Umbaues von Prismen ersetzt werden kann) nicht 
nur die ganzen Körper, sondern auch jede zwei zwischen denselben Parallel- 
Ebenen liegenden Stumpfe das Verhältnifs m : n. Jeder solcher Stumpf ist 
aber als Trapezoldalkörper nach der aufgestellten Formel zu berechnen, also 
auch jeder Stumpf des runden Körpers. Wären G, K, M, h die Bestim- 
mungsgrö&en des Trapezoldalkörpers P und &^ K\ M', h die des runden 
Stumpfes P'; so wäre 

n n n n 
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Es ist nach der Formel: 



also 



m 



P'=iA^(4M+G+K) = ih{4M' + G'^K'j, 



5. 

Slelll raan sich die Yerlfingerung von SU, als Axe eines Hyperboloids 
vor, dessen Erzeugnngscurve UZ zur Haopt-Axe US und zur Quer-Axe TV 
hat, und legt durch diesen runden Körper und durch den Trapezoldalkörper, 
der von den erweiterten Seiten -Ebenen der schwebenden Pyramide einge- 
schlossen wird, eine Ebene parallel mit aß und yS, die in dem runden Körper 
den Kreis mit dem Radius YZ und in dem Trapezoidalkörper das Parallelo- 
gramm PQRO bildet ; so verholt sich auch hier der Kreis zum Parallelogramm 
wie 7/1 : lt. 

Nach den Gesetzen der Hyperbel ist nfimlich 

ZY^.TV = TY^ - TU' : TU\ 

Es ist aber auch das Parallelogramm OPQR gleichwinklig mit CDEF, weil 
CDtFEtRQ und CFtOR ist. Daher ist 

RQPOiCDEF^ RQ.RO.CF.CD = RQ.RO.FE.FC, 
RQ : FE^ BR : FB= YS: TS^TY^ TU: TU, 
RO : CF = RJa:MF= YU: UT= TY- TU: TU. 

Also auch 

ROPQ : FCDC = TY'-TU': TU^ = YZ'n : TV^n. 

Das Übrige ergiebt sich wie vorhin und es ist ersichtlich, dafs auch ein Hy- 
perboloid nach dieser Formel gemessen werden hann. 

6. 

Die Anwendbarkeit der Formel auf Parabololde zu zeigen, dient fol- 
gende Construction. 

Sei (Fig. 3.) ein Parabolold mit der Axe AB zwischen den Parallel-Ebeoen 
aß, yi aufgestellt und neben demselben ein beliebiges liegendes dreiseitiges 
Prisma, dessen eine Parallelkante CD mit dem Scheitel des Parabololda A 
in der Ebene aß liegt und dessen andere beide Parallelkanten EF, GH in der 
Ebene y^ liegen, in welcher sich, als Durchschnilt des runden Körpers, der 
Kreis mit dem Radius BK befindet. Dieser Kreis habe zum Parallelogramm 
EFHK das Verh&llnifs m : n; dann hat jeder Durchschnitt des Parabololds tnm 
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Darcliscbnill des Prisma in derselben Parallel - Ebene zu dß und yd dasselbe 
VerhSltnifs m : n. 

Es sei eine Parallel -Ebene gelegt, weiche die Axe des Paraboloids 
in L schneidet und mit derselben einen KreisdurchschnitI bildet, der den 
Radius LM. hat, in dem Prisma aber das Parallelogramm NOPQ begrenzt, 
so ist auch 

LJirn : NOPQ = tn:n. 

Nach dem Gesetz der Parabel ist 

KB^ : LM"" = ABiAL. 

Es ist aber auch das Parallelogramm EGHF gleichwinklig mit NOPQ, also 

EGHFiNOPQ = BG.GH.NO.OP = EG.NO 

= EC.NC = BA.AL. 
Daher ist auch 

EGHF: NOPQ = KB^n : LM\ 

Alles flbrige ergiebt sich wie vorhin, und man sieht, dafs alle Parallel- 
schnitte des Paraboloids auch jenseit der Ebene yd, zu den Schnitten zwischen 
den erweiterten FIdchen des Prismas flberall das Verbfiltnifs m : n haben. 

Es lAfst sich daher auch jeder Parabololdstumpf nach dieser Regel 
ausmessen. 

Somit zeigt sich die Form 

als Aber das ganze Gebiet der Elementarstereometrie sich ausdehnend^ und ist 
auch innerhalb dieses Gebietes zu erweisen. 

Dieses Umstandes wegen und wegen der in der BeweisfAhrung ent- 
haltenen Proportionalität (in gewissen Ffillen auch Gleichheit) runder und 
ebenflächiger Körper, glaube ich, dafs diese Mittheilung den Liebhabern der 
Mathematik nicht flberflüssig scheinen wird. *) 

Berlin im November 1852. 



*) In dem erwähnten Lebrbucbe ist auch die Anwendung der Formel auf Rotations- 
körper einer Hyperbel um die Quer-Axe derselben bewiesen. Errichtet man nimlich 
zwischen den Ebenen aß und y8f aufser dem runden Körper, ein Prisma und eine Pyra- 
mide von gleicher Grundfläche und Höhe neben einander; so hat die Summe ihrer 
Durrhschnille zum Durchschnitt des runden Körpers in jeder Parallel -Ebene dasselbe 
VerhoUnirs. 



CreUe't Journ»! f. d. M. Bd. XLV. Heft 3. 32 



246 



19- 

Einige Andeutungen über ein neues Coordinaten- 
system und Anwendung desselben auf die Aufgabe : 
^^In einen gegebenen Kegelschnitt ein Dreieck zu 
beschreiben^ dessen drei Seiten durch drei gegebene 

Puncte gehen/^ 

(Vom Herrn Auheriin, Notar zu Mülheim bei Cdln a. IL) 



1. 
YVenn die Axen, auf welche sich die Gleichung der Kegelschnitte 
besieht 9 so angenommen werden, dafs die erste Axe mit den beiden Tan^^ 
gemien der Curve in den beiden Durcbscbnittspuncten der zweiten Axe mit 
der Curve parallel ist, so ist die Gleichung des Kegelschnitts: 

In dieser Gleichung sind r und s die reciproken Wertbe der Ordinalen der 
Durchschnittspnncte der Curve mit der zweiten Axe, und c ist irgend eine 
Constante, deren Bedeutung sich mit RQcksicht auf eine gegebene Curve leicbl 
nacbweisen Isfst« 

Die obige Gleichung Ififst sich auch wie folgt schreiben: 

«-rr),a--y) _ 

und hieraus erhilt man, wenn zur AbkOrzung 

(1.) ±=21 = „ nnd ±12. « w 

gesellt wird, der Axenbestimmong geoiAfo: 

(3.) vw-\-e = 
ftr die Gleiebong der Kegelsclnitte. 

3. 
Die Torhii eingefflbrteo GrOften e nnd w eignen sich aber An m> 
woU nr Beetinmang der Lage eines Ponets, wie die gewohnlieben Coor^ 
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dinaioD x und y, aus welchen sie mittels der Gleichangen (1.) leicht abge- 
leitet werden Itönnen; so wie omgelLehrt ar ond y ans v ond w. 

Die geometrische Bedentong der neuen Coordinaten r and w ergiebt 
sich auf folgende Weise. Es sei a irgend ein Ponet, dessen Coordinaten su 
bestimmen sind and V and W (Taf, IX. Fig. 1.) seien awei feste Pancte aof 
der Axe der Y, deren reciproke Ordinatenwerthe r und # sind. 2Seht man 
dann von V ond W awei Gerade darch den Panct a, wdche die Axe der X in 

v\ w' schneiden, so sind des Panels a Coordinaten v = -^-t- und w = -T--i* 

Jede Gleichung ersten Graden awischen v nnd w stellt «ne germie 
Linie und jede Gleichung aweiten Graiee einen Ke§eüchtuU vor, der aber, 
wie bei den gewöhnlichen Coordinaten, imaginSr werden , oder andb in ein 
System aweier Geraden fibergehen kann. 

So stellen, um einige Beispiele anzufahren, von denen wir in der 
Folge Gebrauch machen werden, die Gleichungen 

(3.) w — w' = nnd r — •/ = 

twei Gerade vor, welche durch W nnd beziehungsweise durch V gehen; 

(4.) tr — r = 

ist die Axe der X und 

und tr-fni9 

stellen zwei Geraden vor, welche sich in demselben Puncto der Axe der Y und 
für m s= 1 in einem Puncto dieser Axe schneiden, weldier der vierte, dem A 
zugeordnete harmonische TheUungspunet va A, V und W ist (Fig. 1.). 
Endlich sind 

fa\ S ip — M^'-fmC» — r') = 

*-^'-' jund (j>'-9")w-\-{w'' — w')v-]'w'v'' — tfw'' = 

zwei Gerade, deren erste durch den Punct geht, dessen Coordinaten r = r' 

und w^=w' sind, die zweite durch die beiden Puncto y deren Coordinaten 

r = r'i , i» = v'' 
,> und < ,, 

Alles Dieses bedarf keines besondern Nachweises. Man sieht es un- 
mittelbar, wenn man fflr r und w ihre Werthe aus den Gleichungen (1.) in 
X und y setzt; wo dann die Gleichung in der Form sich zeigt, in weldier 
man sie gewöhnlich betrachtet. Auch liefse es sich leicht aus der Natur der 

32 ♦ 
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gewöhnlichen Coordinaten ableiten« Die neuen Coordinaten scheinen aber fflr 
eine gewisse Art von Aufgaben, namentlich fflr solche, deren Construction 
sich blopt mittels des Lineals ausführen Ififst, manchen Vorzug vor den ge- 
wöhnlichen zu haben; wenigstens habe ich gefunden, dafs die Schwierigkeiten, 
welche solche Aufgaben bei Zugrundelegung der alten Coordinaten verursachen, 
durch die neuen Coordinaten gröfstentheils verschwinden. Ich bin z. B, , was 
mir durch Anwendung der allen Coordinaten nicht gelingen wollte, zu der 
Auflüsuug der von Herrn Professor Steiner irgendwo gestellten Aufgabe und 
ihrer analogen: „Die Durchschnittspuncte einer Geraden mit einem Kegel- 
schnitte, von welchem blofs 5 Puncto gegeben sind, zu finden ;^^ so wie zu 
den Beweisen der von demselben jQngst in diesem Journal mitgetheilten geo- 
metrischen Lehrsätze, wenigstens der meisten derselben und ihrer analogen, 
durch Anwendung der neuen Coordinaten, mit Leichtigkeit gelangt. Dadurch 
drfingte sich mir die Vermuthung auf, und ich wage dieselbe hier auszusprechen : 
dafs man, wenn die rechten Krfifte sich dieser Methode bemeistern wollten, 
zu neuen Resultaten in der Geometrie gelangen wQrde; Ähnlich denjenigen, 
um welche die Analytiker die Synthetiker der neuern Schule so oft zu bor 
neiden Gelegenheit haben. Es wäre vielleicht ein Fortschritt, wenn die Ana- 
lysis nicht nur der neuern Synthese folgen, sondern ihr voraneilen lehrte, und 
wenn so die Kunst der Synthese, in die analytische Form gebracht, zu grö- 
fserm Gemeingute erhoben würde; wozu der Herr Professor Plücker in Bonn, 
in seinen analytischen Entwicklungen, so schätzbare Beiträge geliefert hat. 
Ich werde vielleicht in der Folge Gelegenheit finden, diese Methode in diesem 
Journal näher zu entwickeln, und dann zu zeigen, wie darin das Princip der 
Redprodtät eine neue Begründung findet. FOr jetzt begnOge ich mich, sie 
auf die Auflösung der in der Überschrift angegebenen Aufgabe anzuwenden. 

3, 

WOVs (Fig. 2.) ist die gegebene Curve. Der leichtern Construction 
wegen ist ejn Kreis gezeichnet; aber alles Folgende ist auch auf jeden Kegel- 
schnitt anwendbar, a, b, c sind die drei gegebenen Puncte, durch welche drei 
Dreiecksseiten gehen sollen. 

Man lege durch beliebige zwei der drei gegebenen Puncte, z. B. durch 
a und 6, eine Gerade und nehme dieselbe zur Axe der X an, bestimme dann 
die zweite Axe ÄW, welche die erste in Ä schneidet, so, dafs sie den Be«- 
dingungen (§. 1.) genüge, setze die reciproken Werthe von AV und AW 
(V und W sind die Durchschnittspuncte der Curve mit der zweiten Axe) 
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beziehungsweise =r ond =^s, so erbfilt man nach (§. 1.) fOr die Gleichung 

der Curve: 

vw-^c = (2.). 

Nimmt man nun auf dem Kegelschnitte einen Punct iL an, dessen Coor- 
dinaten v' und w' sein mögen, zieht die beiden Geraden la und i^b, welche 
die Curve in r und « schneiden, nennt die Coordinaten der Puncto a und b, 
welche auf der Axe der X liegen , deren Gleichung ri; — r = ist , xo und 
beziehungsweise no^ so erhält man fflr die Linien la und Xb die Gleichungen 

und w — w''\' ^~^ (v — v') == 0, 

und wenn zur AbkOrzung 

f7.) 7- = m und —, — t- = m' 

gesetzt wird, die Gleichungen 

(80 w—w'-^-miv — v') = und ti? — tr'-f-m'(r — r') = 0. 

Es tieften sich nun durch Verbindung dieser Gleichungen mit der Glei- 
chung der Curve (2.) direct die Durchschnittspuncte r und s der Linien (8.) 
mit der Curve, und darnach die Gerade rs bestimmen. Wir gelangen aber 
dazu auch auf folgende Weise. 

4. 

Für das System der beiden Geraden (8.) findet sich 

{w — w''{'m(v — v^)}{w — w''\'m'{v — v')] = 0, 

oder, wenn man entwickelt, und erwSgt, dafs der Punct (v'^w') auf der 
Curve (2.) liegt und däfs folglich rW-{-i? = ist: 

(9.) ir^4.(m + r/i)rii7 — (2ir'--^??ii^ 

MaltipUcirt man die Gleichung der Curve vw-\-c = mit einem unbestimmleD 
Co£fBdenten fi und addirt das Product sn der Gleichung (9.), so ergiebt sich: 

(10.) w^ + (w + m' + /*) wo - (2w' - -^^^^=^^) w T •»"»'»' 
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Diese Gleichang stellt im Allgemeioen einen Kegelschnitt Yor, der durch 
die Durchscbnittspancte des Liniensystems (9.) mit der Canre (2.) geht mid 
weder mit dem Liniensysteme noch mit der Curve andere Poncle gemein hnl; 
wie solches aus betcannten Grondsfitsen folgt. 

Bei gehöriger Bestimmnng von fi kann aber die Gleichung (10.) auch 
ein System zweier Geraden vorstellen, und awar fflr /« = das System der 
beiden Geraden (8.) ; wie es sich versteht Wenn aber ft nicht = ist nnd 
man also das System der beiden Linien (8.) aosscbliefst , kann durch (8.) 
kein anderes Liniensystem vorgestellt werden, als dasjenige, welches durch die 
Tangente im Puncto {p*, w') und durch die Linie re gebildet wird. 

5. 
Die Tangente in einem gegebenen Puncto (v\ w') an der Corvo, ktan 
man auf die bekannte Weise bestimmen^ indem man annimmt, dafs sie doreh 
swei unmittelbar aufeinanderfolgende Puncte der Curve gebe, die bis snn 
Zusammenfallen sich nfibern. Dann mufs man, wie bei den gewöhnlicheii Co* 
ordinaten, um die Gleichung der Tangente eu bekommen, in der allgeBeine& 
Gleichung der durch den Punct (r^ w') gehenden Geraden, tc— ir'-f if (9— r')=0, 
den Coefficionten a dem negativen Werthe der Ableitun§ von w* und tf i^eidi 

setEon. Aus dem Differential von i^V-fir^O erhalt man 'ggr^= — ^9 

Iß' 
also ist a = ^, und demnach ist die Gleichung der Tangente, weiiB mem 

er wSgt, dafs rW -f r s= ist : 

r'tr4-ie'r-{-2c = 0, 

Diese Gleichung lAfst sich aber auch direct finden. NSmIich die Glei- 
chungen der beiden Geraden, welche durch den Punct {tf, w') und durch den 
Punct W einerseits und den Ponct V anderseits gehen, sind: 

w-^uf = und r — r' = 0. 

Dies giebt durch Multiplication das System der beiden Linien 

w9 — v^w-^uffo^uftf = 0, 

und wenn man hievon die Gleichung der Curve t>w\ct=siQ absieht, und be- 
rQcksichtigt, dafs uftf\€t=zQ ist, so erhalt man fAr die Gleichung derTaa- 
gente im Puncte ip^uf)^ wie oben: 

9'w\uft)\2e = 0. 
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6. 

Es sei jeixt 

ii7-}-ar-f * = ö 
die Gleichoog der Lioie rs, so erbAlt mao für das Liniensystem, welches noch 
unter Ansschliefsong der Linien (8.) durch die Gleichung (10.) vorgestellt 
werden kann: 

und wenn man diese Gleichung entvvickelt und der Gleichung (10.) identisch 
gleichsetzt, xur Bestimmung von a und b: 

a = -7- und = — ' / — 

mme mm 

Demnach ist die Gleichung der Linie rs: 

c(m+a»7 * c{a»+aif)+^ ~ 

und wenn man wieder f&r m und w! ihre Werthe aus den Gleichungen (7.) setxt: 

(11.) (!?(» + »')— ^+t»»'<^)«»'+(^(»+*D') — ^*'^+^^'*^)*^' 

-f c {(»+»') («^ +•«') — 2»»'+ 0} = 0. 

In dieser Gleichung bedeuten r und w die laufenden Coordinaten; die he* 
sondere Form wurde aber mit ROcksicht auf das Folgende gewählt 

Soll die Gerade rs, wie es die Aufgabe erfordert, durdi den Punct c 
geben, dessen Coordinaten tr,tef* sein mOgen, so mufs die Gleichung (11.) 
befriedigt werden, wenn man in derselben os=r'' and w^=^uf* seist Dann 
erfflllen aber auch die Coordinaten tf, uf folgende Gleichung, welche man er- 
UÜt, wenn man in der Gleichung {\\^ w^^=w und v* = v, femer w=^w'' 
ood 9s=i/' setzt, nSmlich: 

(12-) (e (» -f »')+»»'•«>'' — w") iif^(c{to + »0 -f »» V — ew"^ v 

Diese Gleichung zeigt, dab der Punct l, dessen Coordinaten w' und t/ 
genannt wurden und welcher die der Linie ab gegenflber liegende Spitse 
des gesuchten Dreiecks bildet, auf einer Geraden liegt, welche durch (12.) 
▼orgestellt wird. Da nun der Punct l auch auf der Curve liegt und dem- 
nach durch den Durchschnitt derselben mit der Geraden (12.) bestimmt wird, 
so erbih man im Allgemeinen fflr l eine doppelte Bestimmung. Es giebt 
daher auch zwei Dreiecke, welche der Aufgabe genOgen, welche aber auch 
beide imaginir werden können, wenn die Linie (12«) die Curve nicht schneidet; 



252 ^^' Auberiin, geometrische Aufgabe. 

oder die io Eins zusammen fallen können ^ wenn die Linie (12.) eine Tan-* 
gente nn die Curve ist. 

7. 

Es bleibt jetzt aur noch die Construetion der Linie (12.) Obrig. Es 
mag dieselbe durch zwei Pancte^ und zwar durch die Durcbschnittspnncte mit 
den Axen der JT und F bestimmt werden; welche Durchscbnittspuncte in (Pig*2.) 
mit /i und v bezeichnet sind. 

Um den Punct fi, den Durchschnittspunct der Linie mit der Axe der A', 
zu Gnden, ist in der Gleichung (12.) v = w zu setzen; was 

(130 «, = ^ r'+y,;i^"a^rltw? giebt. 

^ ^ (w»'— c)(w"-}-io")+2c(»+n/) ^ 

Dieser Ausdruck ist ziemlich complicirt and scheint zu einer einfachen 
Couslruction wenig passend. Indessen ist zu bemerken, dafs in demselben die 
Gröfsen v" und to'', aufser in der Summe v"-{-w"y nicht weiter vorkommen. 
Daraus folgt, dafs w unverändert bleibt, so lange ur''*fr'' denselben Wertb 
behält, wie sich auch sonst der Wertb der Gröfsen w" und r'^ Andern möge; 
das heifst geometrisch: so lange der Punct c auf der Geraden tc^-{-r = w"-]-v" 
bleibt. Diese Gerade geht aber durch den Punct c, dessen Coordinaten v" 
und w" sind, nnd schneidet die Axe Y in dem vierlen, A zugeordneten Aur- 
monischen Theilungspuncte zu A, F und fF; wie Dies schon oben (in §. 2. 
Gleichungen 5.) angedeutet wurde; der Durchschnittspunct unserer Linie mit 
der Axe Y ist in (Fig. 2.) mit ä bezeichnet. 

Es sei jetzt ß der Durchschnittspunct der Linie ch mit der Curve, 
und die Aufgabe sei: in die Cui;ve ein Dreieck zu legen, dessen drei Seiten 
durch ft, a und b geben: so liegen, wie leicht zu sehen, die Spitzen der 
beiden möglichen Dreiecke, welche der Aufgabe genflgen, in den zweiten 
Durchschnittsponcten der Linien bß und aß mit der Curve, nemlich in den 
Pnncten / und d (Fig 2.). Verbindet man nun y und J durch eine Gerade y(f, 
so schneidet diese die Axe X, wie nachgewiesen, in demselben Puncto, wie 
die durch die Gleichung (12.) dargestellte Gerade. Der Durchschnitt dieser 
Geraden mit der Axe X, oder der Punot ju/ ist also gefunden. 

Es bleibt jetzt noch Qbrig, den Durchschnitt der Geraden (12.) mit der 
Axe ¥, oder den Punct v zu finden. 

Man ziehe IVa und Wb, welche die Curve in n und m schneiden, 
stelle sich die Linie Vm gezogen vor und setze fflr die Gleichung dieser Liiiie: 
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Dann geht die Linie mit durch die Darchschnittspuncte des Liniensystems 
Wa und Vm mit der Curve. Die Gleichungen dieser Linien sind w — xo = 
und V — 1>' = 0; fQr die Gleichung des Liniensystems erhält man also: 

{w — xt>){v — \>') = 0. 

Entwickelt man diese Gleichung, zieht sie von der Gleichung der Curve 
t^ti'-f^^^O ab, und erwägt, dafs t>' und xo* die Coordinatön des auf der 
Curve liegenden Punctes m sind, dafs also t>V-f'^ = ist, so erhält man 

(14.) c{xO'\-xo')'\'Xoxc>v — cw = 0, 

ffir die Gleichung der Geraden mn. 

Um die Durchschnittspuncte dieser Linie mit den Linien Vw" und Vc 
zu finden, welche Durchschnittspuncte in (Fig. 2.) mit p nnd p* bezeichnet 
sind, mufs man in der Gleichnng (14.) erst v=^tv'' und dann v = v" setzen. 
Nennt man die bezüglichen w der Puncto p und p*, (=: 6') nnd (6''), so er- 
hält man aus der Gleichung (14.) : 

c(tt)-f tt)')-|-tt>n>V = cb' 
und c(n>-f n>') + tt)n>V' = cb", 

woraus sich dann auch folgende Gleichungen ergeben: 

c(tt> + «)') + n>n> V — cv" = c(b' — v") 

un d c (tt) -f ">') 4* ^^' ^" ~ ^^" == ^ (*" ~ *^'0- 
Setzt man fflr die Ausdrücke links in diesen Gleichungen ihre rechts ste- 
henden Werthe in die Gleichung (12.), so erhält man, nach der Division mit 

Die durch diese Gleichnng dargestellte Gerade schneidet aber die Axe y in 
demselben Puncto, wie die durch die Gleichung 

dargestellte Gerade, welche mit ihr den Coefficienten von v gemein hat; wie 
dieses durch die Gleichung (5.) in (§. 2.) angedeutet wurde. 

Die letztere Gleichung stellt aber eine Gerade vor, welche dorch die 
zwei Puncto geht, deren Coordinaten < „> und { ..,? sind. Der 

erstere dieser Puncto liegt im Durchschnitte der Linien Vb' und fVtt" und 
ist in der Figur durch q bezeichnet; der zweite Punct ist der auf der Linie mn 
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liegende Punct p'; die Linie Qp' giebt also in ihrem Durcbschnitlspuncte mK 
der Axe Y den Punct y oder den Durchscbnittspunct der Geraden (12.) mit 
der Axe Y. 

Verbindet man nun die Puncte u nnd y durch eine Gerade, so ist es 
die Gerade (12.), nnd in ihren Durchschnittspnnclen mit der Curve, x nnd l, 
liegen die beiden Spitzen der nur allein möglichen Dreiecke, welche die Aof- 
gäbe fordert. 

Durch diese Entwickelungen ist also die Construction der Aufgabe 
(Fig. 2.) ausgefahrt. Zu mehrerer ObersichÜichkeit wollen wir noch die in 
dem Vorhergebenden serstrent enthaltene Erklfirung der Figur 2. beifflgen. 

In (Fig. 2.) ist WOV^ die gegebene Curve, und a, b, c sind die 
drei gegebenen Pnncte. Die beiden möglichen Dreiecke, welche der Aufgabe 
genflgen, sind xol und Irs. Der Zweck der Auflösung war die Bestimmong 
der Puncte x und l, und hiezu der Puncte .a und v; woraus dann das Weitere 
von seihst folgt« 

Zu dieser Bestimmung ist durch beliebige zwei der drei gegebenen 
Puncte, und zwar hier durch a und b, eine Gerade gelegt; V und W sind 
die beiden Beröbrungspuncte zweier mit der Geraden ab parallelen Tangenten 
an die Curve; h ist der vierte, dem Ä zugeordnete harmonieche Theilungs— 
punct zu V, W und A, von welchen drei Puncten letzterer im Durchschnitt 
der Linien VW und ab liegt. 

Die Puncte ß, m, n, y und d liegen auf der Curve und sind die be- 
ziehlichen Durchschnitte derselben mit den Geraden: ch(ß)\ Wb{m)\ IFa(ii); 
aß{ß) und bß{y). Die Puncte fi und tc'^ auf der Geraden ab sind die be- 
ziehlichen Durchschnitte derselben mit den Geraden ydiji) und fVe{w^'). 
Die Puncte p und p^ auf der Geraden mn sind die Durchschnittspuncte der- 
selben mit den Geraden Vw"(p) und Vc(p'). b\ auf der Geraden ah^ ist 
der Durchschnitt derselben mit der Geraden Wp. q, auf der Linie We{w^\ 
ist der Durchschnitt derselben mit der Geraden VV; v liegt im DurchsehBitle 
der Linien VW und ifp* ; x und X endlich liegen im Durchschnitte der Curre 
mit der Geraden fiv, und da fi und v vorhin bestimmt sind, so ist hiennil 
die Aufgabe gelöset. 

FAr die Aufgabe: „Um einen beliebigen, gegebenen Kegelschnitt ein 
Dreieck zu beschreiben, dessen drei Winkelspitzen auf drei gegebenen 6e« 
reden liegen,^ findet eine ganz Ähnliche Auflösung Statt. 

Mfliheim am Rhein, am 16. October 1852. 
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Mathematische Miszellen. 

(Von Herrn Dr. ScheWßach, Prof. der Math, zu Berlin.) 



Uas Folgende wird eine Sammlang matliematischer Gedanken und Be- 
obacbtangen enthalten, die sich mir wfihrend einer Ifingern Reihe von Jahren 
hei meinen Vorträgen aufgedrängt haben. Sie ist hauptsächlich dazu bestimmt, 
anderen Lehrern der Mathematiii bei ihren Vorlesungen denselben Nutzen z« 
gewähren 9 den sie mir gebracht hat. 

Mo. 1. 

Über die Bewegung eines Puncts, der von einem festen Piincte 

angezogen wird. 

Die Entfernung r des beweglichen Puncts P von dem festen Punct O, 
der zum Anfangspunct der rechtwinkligen Coordinaten x und y genommen 
werden mag, bilde mit der Abscissen - Axe den Winkel ^. Der Zuwachs an 
Geschwindigkeit 5 welchen der Punct P während einer Secunde erfährt, wenn 
er sich in der Entfernung r von O befindet, sei eine Function R vom Radius- 
vector r. Die Bewegung des Puncts P wird dann durch folgende zwei Glei- 
chungen bestimmt: 

Bezeichnet man die Differentiationen nach dem Bogen s der durch- 
ianfenen Bahn darch Accente, setzt also 3—= v, -g-r = x" a. s. w., so 
lassen sieb diese Gleichungen in die beiden : 

(1.) x't' - taf' = —^ , 

(2.) /<"-/'/'= i:5Ü, 

verwandeln. 

Nennt man (^ den Krflmmnngshalbmesser der Bahn, so ist 

(3.) ar'y"-/x" = i-, 

33» 
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und für 

(4.) xy^ — yx^ = d 

wird 

(5.) xy'—yxf' = J\ 

Elimioirt man erst V, dann t'* aus links (1. und 2.)) so erhfilt man die bei- 
den Gleichungen 

I O. J = '— 9 

deren Quotient --^ = — giebt , von welcher Gleichung 

das Integral ist, indem a die Integrationsconstante bezeichnet. 
Man hat nun noch die Gleichungen 
(8.) a?^+/ = r^; xj?' + y/ = rr'; j:'^-f./^ = l; f^^^r'qf^ = \ 

zu berücksichtigen. Die Summe der Quadrate der Gleichungen (4.) und 
xx*-\'yy = rt^ giebt r*= f^r^'\'/P, woraus sich, mit ROcksicht auf die letzte 
der Gleichungen (8.) J^=r^(p\ also 

(9.) /' = ar^cp' 

ergiebt. Setzt man nun den für t' gefundenen Werth in (7.) , so erhilt man 

(10.) — = a^Rt^qf\ 

Werden — durch u und die Differentiale nach dem Winkel q> durch 
r ' 

Accente bezeichnet, so ist der einfachste Ausdruck fOr den KrOmmungsbalb- 
messer einer ebenen Cnrve, der auch mit Nutzen in die Lehrbflcher aufge« 
nommM werden könnte: 

Da hier s^ fflr ^ gesetzt worden ist und In (9.) 9' den Differential- 

quotienten ^ bedeutet, so verwandelt sich durch diesen Werth von ff die 

Gleichung (10.) in 

(12.) u"-fii = aVjB/ 
welches die Differentialgleichung der Bahn des Puncts P ist 
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Diese Gleichung Ififst sich integriren, wenn z. B. R von der Form 

ist, wo a eine Constante and 4> eine Function des Winltels (p bedeutet. Man 
hat nämlich in diesem Falle nur die lineare Gleichung 

(13.) ii''4-(l_a^a)ti = a'*, 

zu behandeln, deren Integral far 1 — ao?=iß^ die Form 

(14) u=:^ — =::—\sm ßq>J 4^ cos ßq>d(p — cos ßq>r^ 

hat und bekanntlich für ein imaginäres ß eine andere Gestalt annimmt. Die 
Constanten der Integration sind y ^^^ <^* Verwandelt sich ^ blofs in eine 
Constante b, so erhalt man aus (14.) ^ 

(15.) l = ^+ycOS((J+^y), 

welche Gleichung endlich fflr ii = 0, also ß^=\^ in 

(16.) — = a'Ä-j-ycos(^4"y) 

flbergeht und eine) Kegelschnitt darstellt, dessen Brennpunct der feste an- 
ziehende Punct istw 

Jacobi hat in der Abhandlung: „De motu puncti singularis^^ im 24ten 
Bande dieses Journals dieselbe Aufgabe auf eine eigenthQmliche und elegante 
Weise behandelt^ aber er gelangt dort nur zu dem Satze, dafs das Problem 
auf Quadraturen gebracht werden kann, wenn R eine homogene Function 
zweiten Grades der Coordinaten x und y ist, oder wenn es, da x = rcosip 

und y = r 3inq> ist, die Form -^ hat. Bei seiner Behandlungsweise konnte 

sich die ob&n gefundene Verallgemeinerung des Satzes nicht ergeben. 
Nimmt man an, es sei 

WO n und b Constanten bedeuten, so erhält man aus (12.): 

(1 7.) iiV + (1 — o«*) II* = ba\ 
Von dieser Gleichung ist 

(18.) «■ = ^ = .j-^ + ß£^^^:^^ny+ ^ ,^(1 - «^ö 

das Integral, mit den Integrationsconstanten ß und y; welches bekanntlich, 
fOr aa^>ij eine andere Gestalt annimmt. 
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Ist die Coostante ii = 0, so verwandelt sieb die fflr den Puncl P ge- 
fundene Bahn, wenn b positiv ist, in eine ElRpse, deren Mittelpunct O ein- 
nimmt; denn man erhält dann aus (18.) 

(190 ^ = /J + y(i5'-*Ocos2(y+y), 

oder, wenn man rcos(y-}-9)) = f und rsin(y-j~y) = ^ setat: 

(20.) (^ß-i^.yX(P-ba'y)e^iß-i{ß'^ba'r)rt = 1. 
Ffir die Zeit findet man durch Hflife der Gleichung (9.): f^=af^(p\ oder 

dt = ar^dtp. 

Mo. II. 

In dieser Nummer werde ich dieselbe Aufgabe noch auf eine andere Weise 
behandeln, welche schneller als die gewöhnlichen Methoden zum Ziele ffihrt. 

Bezeichnet man das Differentiiren nach der Zeit t durch Accente, so 
ist z. B., wenn u und v Functionen von / sind: 

Die hier zu behandelnden Bewegungsgleichungen sind: 

{xcosq)y* -\-Rcos(p = und (ysiny/'-f Äsiny = 0. 

Mit Benutzung der Formel (1.) verwandeln sich diese Gleichungen unmittelbar in 

(2.) (r* sin' (p . tp'^f — H (r" + R) sin 2(p . y' = , 
(3.) (r*cos>.y'*/ + ^(^'' + Ä)s"n29).y' = 0. 

Die Summe derselben giebt 

also 

(4.) f^q>' = c; 

wo c die Constante der Integration ist. 

Setzt man diese Constante in eine der Gleichungen (2.) oder (3.) 
statt r^q>', so findet sich 

(5.) H(r''+Ä) — c^ = 0, 
und hieraus 
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wo e' die sweite IntegratioDsconstante ist Es ist also 



J|/(c'-2/)lör-f) 



und mit HOlfe von (4.) findet man: 

Mo. Ol. 

Um dasselbe Problem im Ranme sn behandeln, hat man, wenn 

ar = rcosa; y = rcos/9; 2r = rcosy 
gesetst wird, folgende drei Gleichongen so integriren: 

(1.) |jf^ + Äcosa = 0; U^ + Äcos/S^O; ^ + ilcosy = 0. 



SteUen in (Fig. 1. Taf. VIIL) 8X, SY, SZ die drei auf einander 
senkrechten Coordinaten-Axen vor, P den angelogenen Punct, nnd die Obrigen 
krommen Linien Bogen gröfster Kreise, welche auf einer mit dem Radius SP 
constrnirten Kugel liegen : ferner PSA die Ebene der Bahn des Puncts P, und 
Pi einen in dieser Ebene um 90* von P abstehenden Pnnct, so geben die 
sphirischen Dreiecke APX, APY, APB und die drei^ entsprechenden APiX, 
AP^Y, AP,B, die Gleichungen 

eosa = cosvcostf — sinvsintfcosi^ 

(2.) leosß = cosvsintf-f ^'^'^^^^^^'^ 
(cos/ = sinvsini^ 

cos Ol = sinrcostf-f-cosvsintfcost^ 

(3.) { cos/9| = sinv sin — cosvcostf cosi^ 

cosyi= — cosrsini. 

Aus der Summe der Quadrate der entsprechenden Gleichungen erhflit man 

!cos' a -f cos^ aj = 1 — sin* sin^i, 
cos*/9-fco8*Ä = 1 — cos'tfsin'i, 
cos'y-f cos'/i = sin^t. 

Diese 9 Gleichongen, in denen nur und i constant sind, geben 

(5.) dco8as= — costfidr; deosß=: —cosßidy; öcosy = — cosyiÖK, 

(6.) dco8'o=~dcos'ai; öcos*/9= — öcos^Ä; öcosV= föcosVi- 
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Die GleichuBgeo (1.) verwandeln sich also durch die Transformation (1. N. II.) in 

(7.) { s(^i^)-+r'(^ + R)3.«^ß = p, 

oder, wenn man (5. und 6.) benatzt, in 

d(f-^cosa^ = r*(^-|-Ä)ö.C08'ai, 

(8.) {d(r'§cosß,y = r»(|!r-|-B)5.cos*/?,, 

^('^äf®®^^') = »^(0^^ + ^)0.008^.. 

Da cos^tti-\-eo8^(Si-^eos'yi = i ist, so giebl die Addition dieser drei Glei- 
chungen, ganz wie oben: 

und durch Einfährung dieses Werths in eine der Gleichungen (9.): 

Eine ähnliche Anwendung findet die Transformation (1.) in (U.) auch 
bei folgender Aufgabe, welche Jacohi ebenfalls in der 'oben erwähnten Ab- 
handlung löset. 

Es sei nämlich ein Punct A, in (Fig. 2.) gezwungen, sich auf einer Um- 
drehungsflache zu bewegen, von welcher ZAB eine Meridiancurve ist. Die 
Kraft, welche ihn angreift, möge nur in der Meridian -Ebene wiricen; ihre 
Componente ^£Jy welche senkrecht gegen die Umdrehungs-Axe OZ gerichtet 
ist, sei X; die andere AF^ parallel mit dieser Axe, heifse Y. Beide mögen 
Functionen der Entfernung AG oder CO^=^x von der Axe OZ sein. 

Die Coordinaten des Puncts A sind^ wie (ßs die Figur zeigt. 

Die Richtung des Widerslandes X, welchen diel FlSche zu leisten hat, fallt 
ebenfalls ganz in die Meridian -Ebene. Stellt d« das ^ogen -Element der 
Meridiancurve vor^ so ist die senkrecht gegen die Axe gerichtete Componebte 
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des Widerstandes l^ und die mit ihr parallele — ^^- Es ist hier 3^ n)it 

negativem Zeichen genommen, da vorausgesetzt wird, dafs der Bogen wächst, 
wenn y abnimmt. Bildet nun die Meridian -Ebene mit der Testen Ebene ZOX 
den Winkel q>, so sind die Gleichungen der Bewegung offenbar folgende: 

(1.) § = (X+i.^)cos^, 
(2.) |;^ = (x+X^)8my, 

Es ist aber 

§ = xcosg> und rj = xs\üq>; 
daher giebt die Formel (1. in No. II.) statt (1. und 2.) die beiden Gleichungen 

(4.) d(x'^$m<py-]-x'(^-X-l^)d.cos''(p = und 
(5.) 8(x^^cos9>y+xX^- F-;Lg:)ö.sin> = 0, 
durch deren Addition man ^(^^r) =0 und hieraus 

(6.) x'^ = <. 

erhält. Durch Einführung der Constanten c in eine der Gleichungen (4. oder 5.) 
ergiebt sich dann: 

-•(If-*-'^) = ''- 

Die beiden sur weiteren Lösung der Aufgabe erforderlichen Gleichungen sind 
also jetzt 

Das Auftreten des Gliedes -^ in der ersten dieser Gleichungen, welches 

hier ganz naturgemäfs sich zeigt, ist Jacobi so auffallend erschienen, dafs er 
darüber folgenden besonderen Satz aufstellt: 

Cielle'5 Journal f. <1. Math. Bd. XLV. Heft3. 34 
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Propositio I. 

^Punctum, quod in data superficie revoiutione genita moveri debet, vi 
sollicitetor in piano Meridian! directa et a sola positione puncli in ipso Meri- 
diano peadente: revocari potest motus propositus ad nootum puncti in curva 
meridiana, accedente ad vim sollicilantem alia quae axi perpendicularis et 
cubo distantiae puncti ab axe inverse proportionalis esl/' 

Muliiplicirt man die erste der Gleichungen (7.) mit dx, die zweite 
mit dy und addirt beide Producte^ so erhält man 

(8.) g-^g^^^+^^^V _ xdx^ Ydy^'^' 

Ist V die Geschwindigkeit des bewegten Panels, also ^ = 3r) ^nd integrirt 
man (8.), nachdem mit 2 muliiplicirt worden, so erhält man 

C9.) If^ = P* - 2ßXdx+ Ydy) - 1|, 
wenn die zweite Constante nach der Integration hinzugefOgt wird. 
Wachst der Bogen mit der ZeU, so folgt hieraas 



t^A-^+j-g)"'-?! 



cdt 

und da Bxp=^~^ ist^ auch aogJeich: 



" ^ °%^ 



ds ^ 
ox 



^+r|^)ax-4* 



dx> jtM 



Aus der Gleichung der Meridiancurvc f{x,y)^=^0 müssen die Werthe 
^ und ^ genommen werien. Das Weitere Ober diese und ähnliche Auf- 
gaben wird man bei Jacobi a. a. 0. mit vielem Nutzen studiren. 
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V. 

über den Kriinimungskreis. 

Jeder Lehrer der Mathematik^ der durch einen Iftpgeren Verkehr mit 
seinen Scbfilerjn Gelegenheil hat, die Wirkung seiner Vorträge zu sehen^ 
und der zugleich auch den Einflufs anderer Docenten beurtheilen^ mag, 
weifs mit ziemlicher Sicherheit, dafs von den Studirenden kaum der dritte 
Theil selbst die einfacheren Vorstellungen, wie die vom Maafs der Krflm- 
mung der Gurven, anfangs richtig auffafst, sondern erst nach längerer 
Arbeit und Anstrengung die Unklarheit seiner ersten Ansichten zu läutern 
vermag. Namentlich bei den Formeln, welche die Gröfse und Lage des 
Krammungskreises bestimmen, bin ich häufig der Vorstellung begegnet, als ob 
diese Formeln auf eine gewisse allgemeine Weise von der Form der Function 
abbingen, durch welche die untersuchte Curve dargestellt wird. Ich bin daher 
reranlafst worden, diese Formeln für endlicAe Differenzen zu berechnen, 
und theile die Rechnung hier mU, weil sie zu denselben Ausdrücken fOhrt, 
wie die sind, welche mit Hölfe der DiiFerentialrechnung gewonnen werden. 

Die Aufgabe ist also: den Radius ^ und die Coordinaten S^ rj, (^ eines 
Kreises zu suchen, welcher durch drei Puncto gebt^ deren Coordinaten x, y, z; 

^M Ti-i «li ^2 9 y^'i ^i sind. 

Bezeichnet man, wie gewöhnlich, ar^ — x durch J-x und Xx — Xi dorch Jx^^ 

so wie Jx^ — Jx durch J^x etc., so ist, wenn x', y', z' die laufenden Coordina^ 

ten sind, die Gleichung der Ebene, welche durch die drei gegebenen Puncto geht: 

{x' — Xi)(^JyJ^z—JzJ^y)'^{y — yi){JzJ^x — JxJ'z) 
i-iz' — z^XJxjy — JyJ^x) = 0. 

Setzt man 

S — x^ = u, 7]—y,= v, ^ — Zi = w, 

so haben die vier Gröfsen u, v, w, q offenbar folgenden vier Gleichungen 
zu entsprechen: 

(1 .) ti (JyJ^z — Jz /P-y) -f V {Jz J^x — JxJ^z)-]-w{Jx J^y — JyJ^x) = .0, 



(2.) {u -f Jxf + (r + Jyf ^{w-\- Jzf = p^ 



2 



(3.) u' -\- u' -f u,» = q\ 

(4.) (« - ^x,f-\-{v -<vO'+ (w-J^if == Q 

Man nehme jetzt an, die Entfernung zwischen dem ersten und zweiten 

Puncte sei der zwischen dem zweiten und drittfin gleich., so dafs also, wenn 

34» 
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man diese EntfernaDgen durch Js and J^i bezeichnet, 

(5.) Jx'-\-Jf-\^Jz'=^Jri-fJyl^Jz] = Js'=.Js] 
ist, oder, was dasselbe ist: 

Zieht man von der Gleichung (2.) und dann von der Gleichung (40) die (3.) ab, 
so bleibt 

(7.) 2{uJx i-vJy '\-wJz)'\-J^ = 0, 

(8.) 2 (uJxi + vJyi -j- wJzi) — Js] = 0. 

Die Differenz dieser beiden Gleichungen giebt 

(9.) uJ^X'{-vJ^y'\'wJ'z = Js\ 

Die Gleichung (1.) wird befriedigt, wenn man annimmt, es sei l ein unbe- 
stimmter Coeflicient und 

u = X/fx, v=^XJ^y, w=:k/Pz. 
Setzt man aber diese Werthe fflr u, v, w in (7.) und benutzt (6.) 9 so erbalt 
man, ganz eben so wie wenn sie in (9.) gesetzt werden: 

(10. A(^x' + ^>^H-z/^«') = Js\ 

Die Substitution derselben Werthe in (3.) giebt aber 

(1 i ;i^ {J'x' + J'f + j'z') = q\ 

also, wenn man (11.) durch (10.) dividirl. 



l^ ^' 



Js' 



Daher erhftlt man endlich 



und 



_ Js^ 



Ich kann nicht verhehlen , dafs ich etwas fiberrascbt war, die bekannten 
Formeln 

und 

_ ■ ds* 

fQr endliche Differenzen güliig zu Gnden. 
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VI. 

über den Krümmungshalbmesser. 

(Fortsetzung.) 

Schon in der ersten Nammer dieser Miszellen hatte ich Gelegenheit, 
eines Ausdrucks fflr den Krflmmangshaibmesser zu gedenken, der öfters nfllzlich 
werden kann und den ich jetzt entwickeln will. 

Der Radiusvector OA = r der Curve EF bilde in (Fig. 3.) mit der 
Abscissen - Axe OX den Winkel q>. Auf die Tangente AB=^t des Puncts 
A ist das Loth Oii:=p gefället, und dieselbe Consiruction ist far den auf Jl 
folgenden Punct A^ wiederholt. Die Tangente x bildet mit OX den Winkel (o, 
und daher schneidet sie auch den KrQmmungshalbmesser MA^=^ des Puncts ^^ 
und den des Puncts Ai unter dem Winkel dio. Steht AC senkrecht auf OAi^ 
so ist AC = r8(p, CAi^=dr, und wenn das Bogen - Element AA^ mit d^ be- 
zeichnet wird, so geben die ähnlichen Dreiecke AA^C und AOB die Gleichung 

ds r 

dr T 

Es ist aber ci=:.^- oder wenn man fflr ds seinen Werth setzt: 

rdr 

Da nun der Winkel BAiBg = a)i — w = d(o ist, so wird 

Tc)a) = BiD=pi — p == dp> 
Der Inhalt des Dreiecks OAAg ist aber ^r^cip oder auch ^pds, daher ist 

P — "öT' 

folglich 

fA > rdr 

(1.) p = - 



g^r«öv 



Die Veranlassung zur Entwicklung dieser Formel gab mir die Erfahrung, 
dafs durch die bekannten Ausdrficke des Krflmmungshalbmessers fOr Polar- 
coordinaten, und auch ffir rechtwinklige, die Krflmmung der gemeinen Lemniscale 
von den Schfllern nur nach sehr beschwerlichen Rechnungen gefunden wer- 
den konnte und dafs die Schuld wirklich nicht ganz ihrer Ungeflbtheit zu- 
geschrieben werden mufste; wie sich Jeder durch Anstellung des Versuchs 
überzeugen kann. 



fl« 
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Die GleicboDg der gewöhnlichen Lemniscate 

nimmt ffir Polarcoordinaten die Form 

an. Bezeichnet man die Differentiale nach <p durch Accente, so erhält man 

alsb 

a* = r*r'^-fr*=r'(r'*-fr*) = rV* oder *' = — 

Die obige Formel (1.) giebt daher fär den KrQmmangshalbmesser der Lemniscate: 

rdr aWdr a* 

Selzt man — =:ii> so wird y^=:r^4-r^= ^'"t"" und 

Daher verwandelt aich die Formel (1.) in die folgende: 

(2.) p = \, '. ' oder p = , „ ^ 

welche ich schon in No. (I.) beiiutzt und als eine einfachere als die bekannten, 
empfohlen habe. 

Eine Wirkung der Schwungkraft. 

Der schwere Punct A ist an der nicht schweren geraden Linie HA = / 
(Fig. 4.) befestigt, die sich mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit w um 
die Axe HX dreht und durch die Schwungkraft des Puncts A um den Winkel 
AUD = a von der Axe entfernt hat Zerlegt man die Beschleunigung der 
Schwere AG^=:^g in die beiden Componenten AF und ilS, von denen die 
erste in der Richtung der Linie HA fallt und durch deren Befestigung in H auf- 
gehoben wird, und die zweite^ senkrecht gegen i^JIT gerichtete, der Schwungkraft 
das Gleichgewicht hält, so hat m^iXi zur Bestimmung des Winkels a die Gleichung 

w^l%\x\OL = ^tango. 
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Man erbilt aus dieser Gleichung entweder 

sina ^= oder cos« z:= --^. 

Also hat die Linie HA zwei Gleichgewichtslagen : entweder in der Drehungs- 
Axe selbst, oder, wenn sie sich um den durch die zweite Gleichung bestimmten 
Winkel a von dieser Axe entfernt hat. Dieser Winkel wird aber unmöglich, 
sobald sein Cosinus gröfser als 1 oder 

ist. Da lcosa=^HD=^h ist, so giebt die zweite Gleichung 

Diese Höhe h, bis zu welcher sich durch den Schwung um die Axe 
HX die Puncto A, B, C, die an verschieden langen Linien befestigt sind, 
dem Aufhftngungspuncte H nähern, hangt also nur von ihrer Winkelgeschwindig- 
keit w ab. Puncto , die in U an Linien befestigt sind , welche die Linge h 
nicht erreichen, bleiben daher, bei der Drehung der Axe HX, ruhig ia dieser 
Axe hangen, während sieh die übrigen in eine einzige Ebene CC begeben, 
auf welcher die Ax« ffX senkrecht steht. Solche, an kürzeren Linien eis HD 
befestigten Puncto haben also nur eine einzige Gleichgewichtslage, während 
alle, die an längeren Linien befestigt sind, deren zwei einnehmen können. 

Trägt die Linie AH (Fig. 5.), statt einer einzigen Masse, in den Puncten 
A und A^, zwei Massen m und m', und ist AHs:::^ l und A'H^aat, so sind die 
Radien, welche diese Massenpuncte bei ihrer Drehung um dieAxeAX durchlaufen, 
AD = /sina und A'D' =^ t sin a, also die Schwungkräfte DB =r mw^t sm a und 
D'B'=^fnfw^l'$\ua. Die Componenten der Schwere sind aberil£'=m^tanga 
und AJSS =^ m'glanga. Die Spannungen AP und AP' werden durch die 
Festigkeit des Puncts H aufgehoben. Stellt man sich nun die parallelen 
Kräfte BD und B'D', so wie AE und A'E', in der Axe HD wirkend vor, sa 
müssen sie hier einander das Gleichgewicht halten; es mufs also die Gleichung 

HD.DB^HD'.D'B' = HD.AE^HD\AE' 

oder 

2cos a. anti^^ / sin a-f-/' cos a.m'ii>^/' sina == /cosa.i»^tanga-f-/'cosa.m'^tanga 
oder 



COSa = t ^in — mt 



Statt finden. 
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Auf diese Weise erhält man auch, wenn die Linie AH in den Ent- 
fernungen l, l\ l", . . . mit den Massenpuncten m, m\ m", . . . besetzt ist, für 
cosa den allgemeinen Ausdruck 

cos« — ^4,t'„^/tj.,,//f«4.yrt"/ff«^../ 

Sind alle Massen gleich grofs und in n Puncten Ober die ganze Linie gleich- 
förmig vertheilt, so findet sich 

cos« — ^^i'^(jt^2«+3* + ...-|-««) ~ w*'ln(n+i)(2n+i) ~ /m;*'2/i + 1 ' 

Um den Winkel a fQr den Fall zu finden, wenn AH eine gleichförmig 
schwere Linie ist, bal man nur in der vorigen Formel ii = cx> zn setzen, 
was für tcosa=:HD = h', 

giebt, so dafs also auch in diesem Falle die Linie h' von der Länge der 
Linie / unabhftngig ist. 

Diese Eigenschaft der Schwungkraft läfst sich an einer gut constrnirtea 
Centrifugalmaschine , wie sie in physicaliscben Cabinetten vorkommen, leicht 
nachweisen, und bietet so eine nQlzliche Vervollständigung dieses Apparats dar. 

über die Gesetze des Stofses und die Ausflufsgeschwindigkeit 

des Wassers aus kleinen Öffnungen. 

Nachdem die Opiik mit Hälfe der Undulationstheorie bereits einen hoheo 
Grad von Ausbildung erlangt hat und daher die Ansicht aber die Natar der 
Materie, welche dieser Theorie zum Grunde liegt., mehr und mehr bei den 
Physikern an Geltung gewinnt, scheinl es angemessen, diese Theorie anch zur 
Erklärung möglichst vieler Thatsachen zu benutzen, um neue Prflfungsmittel 
ffir sie zu gewinnen und eine grofsere Einheit in die Auffassungsweise phy«* 
sicalischer Erscheinungen zu bringen. Ich habe daher versucht, die Gesetze des 
Stofses zweier Massentheile und die Formel für die Ausflufsgeschwindigkeit 
des Wassers aus kleinen Öffnungen durch die Molecularhypothese abzuleiten, und 
glaube, dafs man diesen BemQhungen einige Aufmerksamkeit schenken werde^ 
da ganz elementare Betrachtungs-Arten und Rechnungen zu Resultaten fAhren, 
zu denen man sonst nur auf ziemlich dunkeln Wegen gelangt. 
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Wir 9.chliersen uns also hier an die bekannten Vorstellungen an, nach 
welchen ein MoiecQl ein System sehr vieler Atome und ein Körper eine Ver- 
einigung sehr vieler iMolecölen ist, die in Entfernungen \on einander gebal- 
ten werden, in denen die gröfsten Dimensionen eines solchen Atomensystems 
oder Molecüls aufsercrdentlicb: oft enthalten sind. Diese Entfernungen von ein- 
aiUter behalten die MolecQien durch den Einflufs der Elasticital, oder abstofseuder 
Kräfte; mit denen sie auch der Annäherung jedes störenden Körpers widerstehen. 

Ich will nun zunächst die Wirkung zweier solcher Moleculen oder Kör- 
pertheile auf einander untersuchen, wenn das erste Ä aus m Atomen besteht 
und in gerader Linie mit der gleichförmigen Geschwindigkeit g fortschreitet, 
während es von einem zweiten ii aus u Atomen bestehend, in derselben Linie, 
mit der Geschwindigkeit y verfolgt wird. 

• • • • • • 

Ist / gröfser als g^ so wird die Entfernung AB der beiden MolecQien 
bis auf den Radius A*B* der Wirkungssphäre der Elasticität abnehmen. Einer 
weiteren Annäherung mögen sich darauf die abstofsenden Kräfte der Atome 
widersetzen; und z^ar so, dafs jedes Atom einem andern, nach Verlauf einer 
Secunde, die Geschwindigkeit a mittheilt, also nach t Secunden die Geschwin- 
digkeit at. Da die Dimensionen der Körpertheiie A und B gegen die Ent- 
fernung ^'fi' aufserordentlich klein sind^ so kann man annehmen, dafs alle mit 
gleichen Kräften auf einander einwirken. Es werden daher die m Atome in A* 
jedem Atome in B\ also auch dem ganzen Molecüle, nach t Secunden die 
Geschwindigkeit mal ertheilen, und die u Atome in B' dem Molecüle A' die 
Geschwindigkeit fxat^ wenn nämlich die Entfernung A'B' immer constant bleibt, 
oder sich nur unmerklich ändert. Findet aber das Spiel der abstofsenden Kräfte 
nur sehr kurze Zeit Statt, so wird dieser Fall eintreten. Da nun B' eine 
gröfsere Geschwindigkeit hat als A, so nähern sich Anfangs beide Puncto einan- 
der, wodurch B* von seiner Geschwindigkeit verliert und A beschleuunigt wird. 
Wenn die sehr geringe Annäherung ihr Maximum erreicht hat, gehen beide 
Puncto mit gleichförmiger Geschwindigkeit fort, und diese Geschwindigkeit 
würden sie dauernd behalten, wenn durch irgend einen Einflufs, wie etwa 
durch Form-Anderung des Molecüls oder Atomensyslems, die Wirkung der Ela- 
sticität gehemmt würde. Im Allgemeinen tritt aber dieser Fall nicht ein, sondern 
die Kräfte fahren fort zu wirken und vermindern noch ferner die Geschwin- 
digkeit von H' und vermehren die des Molecüls A. Dadurch wächst die 
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Entrernun:^ zwischen A' und B* noch mehr^ und vwA zuletzt dem Radius der 
Wirkungssphäre der Atome wieder gleich; so dafs also^ wenn unter dem 
EinfluFs dieser Kräfte B* nach B*^ und A' nach A" gekommen ist, die Ent- 
fernung B"A'' der B'A' gleich sein mnfs. Da nun der Puncl A" jetzt eine 
gröfsere Geschwindigkeit als JB" hat^ so treten beide Molecülen aus der Wir- 
kungssphäre der Atome heraus und setzen jetzt wieder, wie vor dem Zu- 
sammentreffen, ihren Weg mit gleichförmiger Geschwindigkeit fort. 

Nennt man (f* die Geschwindigkeit des MolecOls A zur Zeit t, und y 
die des MolecAls B zu derselben Zeit^ wobei t vom ersten Augenblicke des 
Zusammentreffens an gezählt wird, so hat man zur Bestimmung dieser Gröfsen 
die Gleichungen 

(1.) g' = gJ^fjial und y' ä= y — mat 

Durchläuft A/^ährend dieser Zeit das MoIecQl A den Raum r und das MolecOl B 
den Raum ^. so ist 

(2.) r = y'-f i.M«'^ und q = yt — ^maf^ 
oder auch 

(3.) 2r = (^'^fjt und 2p = (y' + y)/; 

denn offenbar gelten fflr die Bewegung der ?uncte A und B die einfachen Ge- 
setze des Falles schwerer KOrper an der Oberfläche der Erde, da beide während 
der sehr kleinen Zeit t mit unveränderJirhen Kräften auf einander einwirken. 

Wir unterscheiden nun zwei Falle: zunächst den einfacheren, wenn 
die Elasticitätskräfte in ihrer Thätigkeit nicht gehemmt werden ; and dann den 
zusammengesetzteren, wenn eine solche Hemmung erfolgt. Gewöhnlich ver- 
fährt man bei der Eotwickelung der Gesetze des Stofses umgekehrt, unter- 
sacht zunächst den Stofs harter Körper und leitet aus dessen Gesetzen den 
Stofs elastischer Massen ab; indessen wird dieses Verfahren nur deshalb 
befolgt, weil man die Gesetze des Stofses harter Körper aus Annahmen ab- 
leitet, die sich aus der hier angenommenen Hypothese als Folgerungen ergeben. 

Im ersten Falle also, wenn die Massen elastisch sind, nnd bleiben, 
mfissen die Räume r und (^ einander gleich werden, sobald die Endgeschwin* 
digkeiten ^ nnd / eintreten sollen: wie oben bereits bemerkt wurde. Man 
hat daher aus (3.) die Gleichung 

(4.) /'! if = /+y. 

Elimioirt man aber at aas (1.). so erhAlt man 

(5.) m(/-^) = /u(y-/), 
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und aus diesen beiden Gleichungen: 

C6.) y=^+^^ «.^ / = ^-^^' 

weiches die bekannten Formeln fOr den Slops elastischer Massen sind. 

Im zweiten Falle, wenn die Massen nach dem Slofse ihre Eiasficilät 
verlieren, gehen beide mit der Geschwindigkeit fort, die sie gemeinschaftlich 
besarsen, als die Entfernung zwischen ihnen möglichst klein geworden war, 
oder als der Unterschied der darchlanfenen Räume r und p ein Maximum 
erreicht hatte. Es ist aber 

und diese Gröfse wird ein Maximum, wenn 
oder 

ist. Durch diesen Werth von at nehmen die Endgeschwindigkeiten g' und / 
die gemeinsame Gröfse 

an. Da g' und / zu gleicher Zeit den Werth G erreichen, so folgt diese Glei- 
chung auch schon unmittelbar aus. den Gleichungen (1.), wenn man y ==p/ = 67 
setzt und aus ihnen / eliminirf. 

Dies ist der Ausdruck, den man für die Geschwindigkeit giebt, mit welcher 
zwei harte Massen m und fi, die sich mit den Geschwindigkeiten g und y 
verfolgen, nach dem Stofse fortschreiten. Gewöhnlich unterscheidet man bei 
der Entwicklung der Gesetze des Stofses, mit scheinbarer Folgerichtigkeit, oft- 
solut harte Massen und absolut elastische, aber man sieht bei einigem Nach- 
denken leicht, dafs absolut harte Massen, d. h. solche, die aller Elasticilätskrfifte 
beraubt wären, auch absolut unwirksam auf einander bleiben möfsten; denn 
nach der gewöhnlichen Annahme über die Natur der Materie kann man durch 
die blofse Vorstellung, dafs sich eine Materie einer andern nähert, die ruhende 
auch nicht ein Haar breit aus ihrer Stelle bewegen. 

Multiplicirt man (4. und 5.) mit einander, so erhält man 

^ (/'-/) = fn{g'-g'') 
oder 

(70 uy'^+rii/^ = A^/ + '^y'; 

35» 
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welche Gleichung man den Satz von der Erhaltung der lebendigen Kräfte 
nach dem Stofse elastischer Massen nennt. 

Ist ju:=m, so wird aus (3.) 

(8.) g' = y und / = g, 
also vertauschen gleiche elastische Massen ihre Geschwindigkeiten nach dem 
Stofse. 

Bewegt sich die Masse in der Masse fi entgegen y ist also g negativ, 
und ist aulserdem noch m aufserordenllich viel gröfser als fi, so wird aus (3.) 

y = —.V w»cl / =z2g — y. 
Ruht aber die Masse rn vor dem Stofse, ist also ^ = 0, so bleibt auch 
y =rrr uud es wird 

/= —r- 

Also springt die Masse ilc von m mit derselben Geschwindigkeit zurQck, mit 
welcher sie diese Masse traf. 

Die Gleichungen (3.) lassen sich auch so schreiben: 

Ist nun g wieder negativ und 

so wird 

/ ==^ und y =. —yy 

also springt auch in diesem Falle jede Mas^^e von der andern mit derselben 
Geschwindigkeit zurück, die sie vor dem Slofs^ hatte. 

Ganz so wie eine aufserordentlich grofse ruhende Masse m die Ge- 
schwindigkeit der Masse [i vernichtete und ihr eine der anfänglichen gleiche 
und entgegengesetzte Geschwindigkeit gab, wirken auch die beiden Massen 
rn und /^ auf einander ein, wenn fiy =^ mg ist. Sind in diesem Falle die 
Massen hart, oder verlieren vielmehr nach dem Stofse ihre Elasticität, so kom- 
men sie beide, wie die Gleichung (7.) ausdrückt^ zur Ruhe, sobald sie sich 
getroffen haben. Das Product aus Masse in Geschwindigkeit, welches man 
gewöhnlich Grö/se der Bewegung nennt, ist also ganz geeignet, die Gröfse 
der Wirkung zweier bewegten Massen auf einander auszudrücken. Nach den 
Vorstellungen über die Natur der Materie, die jetzt die Mehrzahl der Physiker 
angenommen hat, ist noch niemals ein Atom mit einem andern in Berührnng' 
gekommen, und doch wird der Satz, das Product mg sei ein Maafs für die Gröfse 
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der Kraft, fast immer, im Widerstreit mit diesen Ansichten, ausgesprochen. 
Ich glaube* man wird den Satz hier folgerechter finden, als an andern Orten. 
Die Formeln für den Slofs unvollkommen elastischer Massen lassen 
sich auf ganz ahnliche Weise ableiten. 

B B' B" A A' A'\ 

• ^ • q' • 9 r * r* • 

Die Kraft, mit der die Atome A und B einander abstofsen^ sei Anfangs 
wieder a, und wenn A nach A' und B nach B' gekommen ist, möge die 
gröfste Annäherung zwischen beiden eingetreten und die Geschwindigkeit von 
A gleich y und von B gleich / geworden sein, so dafs, wenn dies zur 
Zeit t geschehen ist, wieder die bereits aufgestellten Formeln 

y = y — mal: Q == yt — ^maf, 

if — r^ {y — !i})t — ^{m-\- fi)ai' 

gellen. Für a/ = -^^^p^ wird bekanntlich diese Differenz ein Maximum und 
erreicht för diesen Werth von / die Gröfse 

o-r ^■=^ 

^ 2«(»i-ff*) ' 

wäiirend die Gcscliwindigkeiten g' and y' den gemeinsamen Werth 

annehmen. Durch die Wirkung der Elasticitölskräfte möge nun aber die An- 
ordnung der Atome in A und B so geändert worden sein, dafs die Molecülen 
jetzt auf einander mit der abstofsenden Kraft a' einwirken ; welche Kraft während 
der Bewegung -der MoIecQlen von A nach A" und von B' nach B^* thätig ist. 
Nennt man itlre Geschwindigkeiten in diesen Puncten g'* und /' und die 
während der Zeit t von ihnen durchlaufenen Räume r' und (>'^ so et hält man 
zur Bestimmung dieser Gröfsen dio Gleichun^^en 

Wenn 

r'\-r* == 5>-f(/ oder (> — r == r' — p' 

geworden ist, so hören die Wirkungen der Elasticitätskräfte wieder anf^ da jetzt ^ 
und B wieder in einer Entfernung von einander sich befinden, die dem Radius 
der Wirkungf^sphäre der abblofsendcn Kräfte gleich ist, der durch den Über- 
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gang von a und a* nicht merklich geändert wurde. Setzt man nun die Wertbe 
von Q — r und r' — q' einander wirklich gleich, so erhAlt man 

|(r/i-f,a)aV^ = J^^fs ^ 

also 

Hit Hälfe dieses Wertbs von t iBndet man für die Geschwindigkeiten: 

Diese Formeln fflr die Endgeschwindigkeiten unvollkommen elastischer Massen- 
tbeile sind die bekannten , an andern Orten auf ganz anderem Wege gefun- 
denen Ausdrucke. FOr a' = a erhalt man aus ihnen die Formeln ffir den Slofa 
vollkommen elastiscker Massen^ und fflr a' = die fflr den Stofs harfer Körper, 

Wir wollen jetzt noch den Einflufs von u Molecflien 

-^it "^^2^ -^31 • • • ^n 

aufeinander untersuchen, die, entsprechend, aus 

Wli, Hl), filj, ...»•„ 

Atomen bestehen und einander auf einer geraden Linie mit den Geschwin- 
digkeiten 

ifit S/i'i ^39 • •• ff» 

verfolgen, während sie sich wechselseitig mit den Elasticitfitskräflen 

^19 ^9 ^3 9 ••• ^«— l 

abstofsen, sobald sie in die Wirkungssphäre dieser Kräfte eingetreten sind. 

Wir mflssen hierbei offenbar annehmen, dafs, wenn die Geschwindig- 
keiten von der Linken zur Rechten gerichtet sind, j!fi7>ß27>Sfi •*• ^.9» ^^^ 
und die MolecQlen sämmtlich zu gleicher Zeit sich einander bis auf den Radius 
der Wirkungssphären der abstofsenden Kräfte genähert haben. Nennt man dann 

Ti^ ^, r^, ... r„ 

die Geschwindigkeiten, welche die MolecQlen besitzen, nachdem / Secunden lang 
die benachbarten auf einander eingewirkt haben, und bezeichnet mit 

^H '*2 1 ^3 9 ... ^n 

die von ihnen in dieser Zeit durchlaufenen Räume, so bat man zur Bestim- 



80. Schellhaeh, mathematitehf Mitzellen. No. VHl. 275 

mang dieser 2n Gröfsen folgende 2n Gleidiongen: 

Y2 = g> — (»»3 «I — »», «i) t, 

(9 ) ( ^4 = ^4 — (»«» «4 — »»s «,) / , 



« = ^2* — i Wj «2 — «»1 «l) <* , 

(10.) < r« = y«/— 4 »1,«, — m, oj) /% 



HU ROcksicht auf (9.) erhflii man aus (10.) auch 

(11.) <2r, = (y,-!-^,)/. 



2r, == (y,+yj/. 

Settt man nun der Kflrze wegen 

mijfi -f m,^,-f iii,y, -f ••• -f m,^, = -Twiy , 

nij -}- Wj -j- iiij -|- • • • 4- IM» = JStitf 

so erhflit man aus (10.), wenn man diese Gleichungen der Reihe nach mit 
1»,, ni], of}, ... m„ mullipiicirt und die Producle addirt: 

JSmr = tSmg. 

Wenn zur Zeil t die durchlaufenen Räume r|, rj, Tj, . . . r, sammüich 
einander gleich geworden sind und die gemeinschaftliche Gröfse r erreicht 
haben, trennen sich die MolecQlen Ai^, A^^ . . . A„ wieder von einander and 
gehen mit den Geschwindigkeiten p', , ^. , ... y, weiter. Die letzte Gleichung 
giebt dau 

(13.) r=.,^ 
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und daher verwandelt sieb jelzt (11.) in 

(14.) y^4^, = y,+y2 = y3+y3= ••• =r^iffn = ^^; 

durch welche Gleichungen die Geschwindigkeiten, welche die Molecälen nach 
dem Stofse annehmen, sammtlich gefunden werden können. Aus den Glei- 
chungen (9.) ergiebt sich, auf dieselbe Weise wie (12,), auch 

(15.) 2my = 2my 
odpr 

Multiplicirt man die Coefficienten von r/ii. m^^ »h^ ... tn„ dieser Gleichung 
entsprechend mit den einzelnen Werthen von '' ,/ '^ aus (14.), so erhält man 

oder 

(16.) 2my^ = ^tng'^; 

so dafs also der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kräfte auch fflr den 
simultanen Stofs beliebig vieler Massen -Elemente gilt. 

Hört die Thätigkeit der Elasticilätskräfte auf, sobald alle Massen die gleiche 
Geschwindigkeit angenommen haben , oder ;^i = j/^ == j/j = ... = j/^ = y ge- 
worden ist, so erhält man aus (15.) sogleich für die gemeinschaftliche Ge- 
schwindigkeit, welche alle nach dem Slofse erlangen: 

In diesem Falle ist wieder der Unterschied zweier von benachbarten 
Molecälen durchlaufener Räume ein Maximum; oder das ganze System hat die 
gröfste Zusammendrückung erfahren; denn z. B. aus (10.) ergiebt sich 

welche DifTerenz für 

ein Maximum wird. Dieselbe Gleichung folgt aber auch aus (9.), wenn man 

y, = y^ setzt. 

Theilt man die Molecülen ^1, ^2, ... A„ in mehrere Gruppen 
und nimmt an, dafs sämmtliche Molecülen einer jeden Gruppe gleiche Geschwin* 
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digkeit haben, so ISfst sich ein solches System als eine Reihe von linearen 
Körpern betrachten, die sainmtlich zu gleicher Zeit anf einander stofsen. 
Wenn nun diese Körper nach dem Stofse nicht zerreifsen sollen, so wflrde 
es genfigen, anzunehmen, dafs alle ihre Theile nach dem Stofse wieder 
gleiche Geschwindigkeit haben; aber in diesem Falle, wo in den Gleichun- 
gen (9.) verschiedene der mW y bezeichneten Gröfsen einander gleich ge- 
setzt werden müssen und auch die entsprechenden g einander gleich sind, 
ergeben sich aus (9. und 10.) Bedingungsgleichungen, die nur in specid- 
ien Fällen befriedigt werden können. Die Formeln (14. und 17.) bestimmen 
zwar auch in diesem Falle die gesQchlen Geschwindigkeiten der Körper 
nach dem Slofse, aber die Resultate werden durch die Beobachtung nicht 
vollständig bestätigt; wie es auch der Natur der Sache nach nicht anders 
sein kann. Denn, nimmt man z. B. alle Hassen, aufser der ersten stofsenden, 
ruhend und von gleicher Gröfise an, so lehren die Formeln nicht etwa, dafs 
nach dem Stofse alle Massen zur Rübe kommen und die letzte sich von ihnen 
mit der Geschwindigkeit der stofsenden trennt, wie es doch die Erfahrung zu 
beslätigen scheint, sondern alle ruhenden wirken gegen die stofsende, wie eine 
einzige zusammenhängende Masse. Es wäre in der That auch seltsam, wenn 
sich ein Unterschied zwischen der Einwirkung der einzelnen Theile eines 
Körpers und zwei sich berührender Körper aus Formeln ergäbe, die einen 
solchen Unterschied gar nicht in Rechnung gebracht haben. Die gewöhnlichen 
und bekannten Reflexionen und elementaren Rechnungen Ober den Stofs der 
Körper lehren weiter nichts, als Das, was wir über den Stofs der MolecQlen 
mitgetheilt haben; nur mit etwas weniger Klarheit; und Niemand wird sich 
durch das Raisonnement überzeugt finden, welches z. B. Poisson im zweiten 
Bande seiner Mechanik (pag. 32) anstellt, um die oben angeführte Erscheinung 
zu erklären; die aber bekanntlich leicht erklärlich ist, wenn die stofsenden 
Massen durch kleine Zwischenräume von einander getrennt sind. 

Ich werde nun noch ganz kurz andeuten, wie sich durch die Anwendung 
der oben benutzten Hypothesen die Aus/lufnaeise des Wassers aus sehr 
kleinen Öffnungen im Boden eines Wasserbehälters leicht erklären läfst. 

Stellen wir uns zu diesem Zwecke auf der geraden Linie Am (Fig. 6.) 
die MolecQlen m, nii, m,, ... vertheilt vor, wo sie auf irgend eine Weise, 
etwa durch den Druck des Äthers und die Wirkung der zwischen ihnen 
thatigen Elaslicitätskräfte, festgehalten werden. Sobald auf diese Molecülen die 
Schwerkraft in der Richtung von A nach m wirkt und m festgehalten wird, 
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fiAbern sie sieh einander, und Kwar ao, dafs sich die ZwiecfaenrSnroe 

verwandeln and die Molecflien m, nii, m,, ... in die Lagen fi, /ii^ ju,, .«. 
kommen. Bezeichnet man nun die Schwerkraft, d. h. den Zuwachs an Ge- 
schwindigkeit, den ein fallender Körper in jeder Zeitsecunde erlangt, durch yy 
und die swischen fi und /i|, fi^ und fi2^ fi2 und /^, ... thäligen Elastieitits- 
krfifle durch e, c^) ^2) •••; ferner die Strecken Am, Ami^ Am^^ ... durch 
h, /ii, ^2, ..., SO ist es naturgemfifs, anzunehmen, dafs sich die Verftode* 
rangen, welche die Strecken l, li^ ^2, ... erfahren haben, zu ihren Entfer-* 
nungen von A, wie die Schwerkraft zu den zwischen ihnen thstigen Elasti- 
cilfttskrfiflen verhalten, oder dafs folgende Bedingungsgleicbungen Statt finden: 

l—l a 



h 


- e ' 




_ 9 




_ 9 

. * • 



Wird jetzt das MolecQl fi freigelassen, so fflngt es an, zu fallen, and 
die Ober ihm befindlichen /^i, /^t, /tj, ... folgen ihm nach. Nach t Secunden 
mögen die Geschwindigkeiten dieser Molecülen y, y^^ T^i? • • • nnd die von ihnen 
durchlaufenen Räume q, p^, (»2^ • • . sein. Man hat dann oiTenbar zur Bestim- 
mung dieser Gröfsen folgende Gleichungen: 



Sobald der Unterschied der von fi und fii durchlaufenen Riuroe gleich 
/ — ^ geworden ist, so ist /i wieder in die ursprüngliche Entfernung:/ voo/iii 
getreten, beide Molecflien hören auf, auf einander zu wirken, und fi ffillt nur 
durch die Einwirkung der Schwere weiter. Es ist aber 

und /-A = i^. 



StO. SehellbaeA, maihemaiiMehe MiMzeUePi. No. IX, 279 

Setzt man also (»^-pis=/^-it und erwi^t, dafs 2« — «i nicht merklich von b 
verschieden sein kann, so erhSit man 

V(2gh) 



also 



^)/(2yA). 



Offenhar sind aber die Elaslicitfitskrfifte anfserodenllich viel gröfser als die 
Schwerkraft, so dafs man g gegen € vernachlflfsigen kann; also gelangt man 
zu dem Torricellisdien Lehrsatze 

r = /(2irÄ). 

Dem aufmerksamen Leser wird es nicht entgehen, dafs diese Ahleilang 
des wichtigen Salzes auf klar ausgesprochenen Hypothesen beraht, während 
er in den LehrbQchern, lelbst namhafter Physiker, auf eine Art bewiesen wird, 
die mindestens äufserst dunkel zu nennen sein dflrfte. 

Berlin im December 1S53. 



älL. 

Über den Schwerpunct sphärischer Figuren. 

Nimmt man die Kanten einer dreiseitigen Ecke^ deren Ebenenwinkel 
a, ß, y und die gegenüberliegenden Kantenwinkel a, b, c sind, zu Axen 
Bohiefwinkliger Coordinaten Xy y, z, und setzt 

(Jy/fz — JzJW) sin a = X; (JzJ^X'^Jx^z)sinb = Yf 

(JxJ^y^Jy/Px)sinc =*= Z, 
80 ist 

iy[l?+ r^-f Z^-.2rZcosa-ZXcos/9-Jrrco6y] 

der Flächen -Inhalt eines Dreiecks, von welchem x, y, z; ^i, Xi, «t; 
^2 9 ^2 9 ^1 die Coordinaten der Ecken sind. Der Inhalt jD eines Theils einer 
krummen Oberfläche kann so auf die mannigfachste Weise, z. B. durch fol- 
gende leicht verständliche Formel ausgedrückt werden: 

-|- 2 T- sin « siD c COS /? -f- 2 g- sin 6 sin c COS a -f sin c*J. 

36» 
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FOr dieses Coordinaiensyslem ist die Gleichung einer Kugel vom 
Radius r: 

^*4"y^"f ^^H'2y«cosa-{-2«a?cosÄ-f 2jpycosr = r^, 

and der Inhalt D irgend einer sphärischen Figur auf dieser Kugel wird danil 
durch das Integral 

D = ref f ^'^^ 

ausgedrflckt; wo 

^[1 — cosa* — cosft' — cos^'-f 2 cos a cos 6 cos c] 

durch B bezeichnet worden ist 

Sind nun u, v, w die Coordfnaten des Schwerpuncts der sphärischen 
Figur D, so ist 

Du = reff f'f'^y . ; Dv = reff 2:1'^^ _^ .; 

JJ X COS b-^-y COS a-]-» ' JJ xcosb'fycosa'\'Z ' 

Du, = reff—^^^L-r-, 

JJ XCOSÄ-j-/COSfl+« ' 

folglich 

D(tico86-|-9cosa-f-i^) = rO ffdxdy. 

Es ist aber 

smc ffdx dy = C 

die schiefwinklige Projection. der Figur D auf die Ebene der opyf daher wird 

UCOSft + l^COSÖ + M^ = yr-; — • 

Errichtet man im Anfangspuncte der Coordinaten x, y, it, auf der 
Ebene der yz, zx, xy, senkrechte Axen OX, OY, OZ', d. h. constrnirt 
zu der ersten Ecke die Polar -- Ecke f und bilden deren Kanten mit den 
Axen der x, y, z, entsprechend, die Winkel a, h\ c'> so ist bekanntlich 

Q = sin oleosa' = sin6cos6' := sin rcosc'. 

Daher ist die Seite reclits in der vorigen Gleichung: 

= -^cosc. 

Bezeichnet man noch mit A und B die schiefwinkligen Projectionen von D 
auf die Ebenen der yz und zx und setzt 

(1.) ^ = p^, r^-D^ ^="w^ 
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so erhflit man oflfenbar zur Bestimmang der Coordinalen u, v, w des Schwer- 
ptincts der Figur D, durch gehörige Buchslabenvertauschung, die drei Giei- 
cbuDgen : 

!u -j-vcosc-l-wcosb = x'cosa', 
ucosc-\-v -j*^^^^^ = y'cosÄ', 
ficosft-fücosa-j"««^ = «'cosc'. 

Stellt man sich jetzt durch den Schwerpunct eine Ebene gelegt vor, 
welche der Ebene Y'OX' der Polar-Ecke parallel Ifinft, also aur der Axe 
OX senkrecht steht, so schneidet diese Ebene auf der Axe OX eine Strecke 
ab, welche als die senkrechte Projection der Coordinalen u, v, w auf diese 
Axe angesehen werden kann, mithin U'\'V cos c-\-w cos b ist Auf der Axe OX' 
schneidet die Ebene aber ein SlOck ab, welches mit dem Cosinus des Winkels o', 
den die Axen OX und OX' mit einander machen, multiplicirt werden mufs^ 
um seine Projection auf OX zu finden: daher ist das auf der Axe OX be- 
stimmte SlQck gleich x'f wie sich aus der ersten der Gleichungen (2.) so- 
gleich ergiebt Die Gleichungen (2.) lehren also offenbar, dafs x', y\ %' die 
schiefioinktiffen Coordioaten des Scbwerpuncts sind, wenn die Kanten der 
Polar -Ecke zu Coordinaten-Axen genommen werden. Da diese Kanten be- 
kanntlich mit einander die Winkel n — a, n — ß^ n — y macben, so findet 
man durch die Projection der Coordinaten des Schwerpuncts auf die Axen 
OX, OT, OZ' sogleich: 

!-f ^' — y'cosy-fic'cos/? = ticosa'^ 
— X* cosy 4" y' — «' cos a = r cos b\ 
— a?'cosj5 — y'cosa-f-2' = u;cosc'. 

Die Entfernung q des Scbwerpuncts vom Mittelpuncte der Kugel 
ist demnach: 

( = ^i[A^'\'B^^C'~2BCcosa-2CAcosß — 2ABcosY\ 

Schneidet man auf den Konten OX, OY, OZ die Strecken 

jr'cosö = g -; ycosb' = g ; 2'cosc = g 

ab und legt durch deren Endpuncte Ebenen, welche senkrecht auf diesen Kanten 
stehen, so liegt der gemeinschaftliche Durchschnittspuncl dieser Ebenen in 
Schwerpuncte. Da also diese Strecken die senkrechten Projectionen von q 
auf die Kanten darstellen, so braucht man jene nur durch (> zu dividiren, um 
die Cosinus der Winkel zu finden, weiche ^ mit den Kanten bildet. 
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Das Resultat dieser Untersuchung ist also folgendes: 

Man stelle sieb unter OX, OY, OZi die drei Kanten einer drei- 
seitigen Ecke vor^ deren Spitze O den Mittelpunct einer Kugel vom Ra- 
dius r einnimmt, auf welcher eine sphärische Figur gezeichnet ist, die 
den Inhalt D hat. Die Inhalte der schiefwinkligen Projectionen der 
Figur D auf die Ebenen YOZ, ZOX, XOY mögen A, B, C sein. 
Construirt man nun zu dieser Ecke die Polar -Ecke, deren auf den 
bezeichneten Ebenen senkrechte Kanten OX', OY', OZ' sind, und be- 
stimmt auf diesen Kanten durch die Proportionen 

D: A = rix', 
D:B = r.y, 
D:C = m' 

die Strecken ar'^ y', z', so bilden dieselben die schiefwinkligen Coordi--' 

naten des Schwerpuncls der Figur D, wenn man die bezeichneten 

Kanten der Polar -Ecke zu Goordinaten- Axen nimmt. 

Soll demnach z. B*. der Schwerpunct eines sphärischen Dreiecks D, welches 

die Seiten ra, rb, rc hat, gefunden werden, so dorf man fOr die erwähnten 

schiefwinkligen Projectionen A, B, C des Dreiecks D nur die Kreis-Ausscbnitte 

nehmen, wodurch sich die Goordinaten des Schwerpuncls des Dreiecks D auf 
die Kanten der Polar -Ecke als 

# «r* r Ar* f er* 

ergeben. Aus (3.) erhält man dann die Goordinaten u, v, w des Schwer- 
puncts in Bezug auf die Axen welche durch die Ecken des Dreiecks gelegt sind. 

Die hier benutzten Vorstellungen lassen sich auch in anderen Fällen 
anwenden; wie ich es später in diesen Miszellen nachweisen werde. 

Berlin im Januar 1853. 
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21. 

Aufgaben. 



1. (Von dem Herrn Dr. Kutik, K. K. Rath and Prof. der höheren Mathematik 

an der Universität zu Prag.) 

Uekanntiich lassen sich aus den vier Seiten eines im Kreise einge- 
schriebenen Vierecke die Diagonalen, der Inhalt und die Halbmesser des ein- 
und umgeschriebenen Kreises finden. Wie findet man dieselben Gr&Tsen fQr 
ein im Kreise eingeschriebenes Fünfeck, dessen fflnf Seiten gegeben sind? 

2. (Vom Herausgeber dieses Journals.) 

A. Es sei ein geradUnigM, ebenes Vieleck gegeben. Die Entfer- 
nungen eines gewissen Puncts P von den Eicken des Vielecks seien Xi^ x^^ 

x^^ X4, ; die Entfernungen des Puncts P an den Seiten des Vielecks 

(die Perpendikel aus P auf die Seiten) seien y^^ y^^ y^^ y^^ .... 

Man sucht diejenigen vier Puncte P, für welche 

(I.) ^i-}-^2-f ^3-}" ^* ^^ Min., 

(2.) x['\'X\\'x\\^x\.... = Min., 

(3.) yi+r2+y3+r4.-. = Min., 

(4.) >H5^^ + >1 + >^*---- = Min. ist. 
Per die Bedingungen (2.) erfallende Punct P ist der Mittelpunct der 
Entfernungen oder der Schwerpuncl der Ecken des Vielecks. (Man sehe 
darüber und wegen des Puncts kleinster Entfernung der Ecken, welcher der 
Bedingung (1.) entspricht, das Lehrbuch der Geometrie des Herausgebers; 
Berlin bei 6. Reimer, 1826. 1. Band.S. 185 etc.). 

B. Es sei ein Polyeder, von Ebenen umschlossen, gegeben. Die 
Entfernungen eines gewissen Puncts P von den Ecken des Polyeders seien 
d^i, ^r,, 07), x^\ ....; die Entfernungen des Puncts P von den Kanten des 

Polyeders (die Perpendikel aus P auf die Kanten) seien y-j, y^, y,, y^^ , 

und die Entfernungen des Puncts P von den Seilenflächen des Polyeders 
(die Perpendikel aus P auf die Seitenflächen) z^^ Z2^ z^^ z^^ .... 
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Man sochl diejenigen sechs Puncte P, för welche 

(5.) «2?i-f ^i+«a^3-f »r4, . . . = Min., 
(6.) J^? + J?2-f arj-f xj = Min., 

(7.) yi+ra+Xs-fr* — = Min., 
(8.) ri+/?+rJ+rJ---- = Min., 

(9.) «i + «!i-l-^3-}-«^4 . . . . = Min., 
(10.) z\'\^z\\-e^-\-z\.... = Min., 
ist. 

C, Da sich jede Gleichung vom vierten Grade nach diesem oder jenem 
der Verfahren, z. B. von Euler^ fV^arin^, Descartes, BombelÜ, Lagrange, 
Pilatte, Gergonne etc. (Man sehe z. B. des Herausgebers Lehrbuch der Arith- 
metik und Algebra, Berlin bei G. Reimer, 1825, S. 681 bis 590), anders als 
Gleichungen von höheren Graden, oAn^ Proben und Näherung, unmittelbar auf-» 
lösen iärst; nemlich mit Hülfe von Gleichungen dritten Grades, deren Wurzeln 
ihrerseits in allen Fällen, entweder nach der Cardanischen Regel, oder, wo 
diese die Wurzeln nicht in reeller Form giebt, durch goniometrische Funclio— 
nen sich Gnden lassen: so mflssen sich auch in allen Fällen dieAVurzeln jeder 
Gleichung vom vierten Grade, in geschlossenen Formeln, unmittelbar durch die 
Coöfficienten der Potenzen von x ausdrücken lassen. 

Der Herausgeber erinnert sich nicht, dergleichen unmittetbare Ausdrücke 
irgendwo angetroffen zu haben. Sie sind vielleicht, ihrer allerdings grofsen 
Weitläuftigkeit wegen, und da sie entbehrt werden können, gemieden worden. 
Es wäre indessen doch nicht ohne Interesse, diese Ausdrücke aufzustellen. 

D. Da die Gleichung dritten Grades x^-f aj?^-f *^"f ^ = 0, für den 
Fall, wenn der Coefficient c gleich Nutt ist, in die Gleichung zweiten Grades 
x^-^-ax-^-b =1 übergeht, so mflssen auch aus den Ausdrücken , welche 
für die Gleichung dritten Grades x geben, für c = 0, diejenigen fQr die 
Gleichungen zweiten Grades hervorgehen. Dies zu zeigen ist bekanotlich 
nicht ganz leicht Es wäre nun auch nachzuweisen, dafs und wie die Aus* 
drücke von x für x^-^ax'^-]- bx^-j- cx-^-d ^=^ in diejenigen von x für 
a?^-j-aa:*4"*^4*^ = ® '" ^^^ 1^*"® rf = übergehen. 
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22. 

Der Eisensteinsehe Satz über Reihen -EDtwiekelung 

algebraischer Functionen. 

(Von Henn Prof. Heine m Bonn«) 



In dem Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften sn- Berlin, vom 
Jali 1853, S« 441, findet sich eine kurze Noiiz, in welcher Eisenstein einen 
wichtigen Satz Ober algebraische Functionen ohne Beweis aufstellt, indem er 
die weitere Ausfflhrung einer kfinfUgen Mittheilung vorbehält, die sein frflher 
Tod vereitelte. Die EÜMensieinsche Notiz enthält Folgendes: 

„Entwickelt man die Quadratwurzel aus i-^-x, etwa nach dem bi* 
„nomischen Satze ffir gebrochene Exponenfen, in eine unendliche Reihe 
„nach steigenden Potenzen von x, und sucht die sich ergebenden ratio- 
„nalen Cofifficienten auf ihre kleinste Benennung zu bringen, so be* 
„merkt man, dafs nur Potenzen von 2 in den Nennern derselben zurfick- 
„bleiben, während alle Obrigen Factoren des Nenners gegen Factoren 
„des Zählers aufgehoben werden können; auch ist der Exponent der im 
„Nenner des allgemeinen Gliedes verbleibenden Potenz von 3 immer 
„kleiner als der doppelte Exponent von x (und zwar beiläufig gesagt 
„um so viel, als die Anzahl der Einheiten beträgt, mit denen der Ex- 
„ponent von x nach dem Dual -System geschrieben wird), so dafs es 
„genflgt, Ax statt x zu setzen, um alle Nenner wegzuschaffen und die 
„Coäfficienten der Reihe in ganze Zahlen zu verwandeln. Die Betrach- 
„tung dieses, wahrscheinlich längst bekannten speciellen Falles fährte mich 
„auf die Entdeckung einer merkwOrdigen, allen algebraischen Functionen 
„gemeinschaftlichen EigenthQmlichkeit. In jeder Reihen -Entwickelung 
„dieser Art, wenn sie nur aus einer algebraischen Function stammt, 
„mag dieselbe fibrigens explicite oder implicite gegeben sein, kommen in 
„sämmtlichen Co£fficienten, so fern dieselben rational sind, als nothwendige 
„Nenner, d. h. als solche, die sieb nicht weiter gegen Factoren des 
„Zählers aufheben lassen, stets nur eine endliche Anzahl ganz be^ 
yyStimmter Primfactoren und deren Potenzen vor; es sind diese Prim- 
„zahlen zugleich die Divisoren einer aus der algebraischen Gleichung, 
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^welcher die Fanction GenOge leistet, leicht zu bildenden cbaracterislischen 
^Zahl , nämlich ihrer dem speciellen Werlbe ar = entsprechenden, von 
yfiaufn sogenannten Determinante, welche bekanntlich nicht verschwinden 
^darf, wenn die Reihen -Entwicklung Oberhaupt möglich sein soll; endlich 
^kann statt x immer ein solches Vielfache von x gesetzt werden, dafa 
^alle Coefficienten der Reibe in ganze Zahlen Qbergehen. Nachdem diese 
^allgemeine Eigenschaft erst bekannt war, fiel es nicht schwer, dieselbe 
„durch die Methode der unbestimmten Cogfficienlen zu erweisen und 
„auch auf die aus der Auflösung eines Systems von beliebig vielen 
„algebraischen Gleichungen hervorgebenden Entwicklungen auszudehnen. 
„Die wichtigsten Anwendungen der so erhaltenen Sätze habe ich anf 
„Fälle gemacht, in welchen die algebraischen Functionen als Integrale von 
„Differential -Gleichungen definirt werden, und wo diese Differential- Glei— 
„chungen für eine einfache Reihen-Entwicklung geeignet sind, während die, 
„vielleicht sehr complicirte Darstellung in endlicher Form ganz unbekannt 
„bleibt und fQr diesen Zweck auch wirklich ganz aus dem Spiele ge- 
„lassen werden kann. Das Einzelne der hierauf bezQglichen Unter- 
„sucbungen mag fQr eine kOnflige Mitlheilung vorbehalten bleiben. Eine 
„andere sehr einfache Art der Anwendung beruht darauf, dafs jede 
„Reihen -Entwicklung mit rationalen Coefficienten, für welche die obi- 
„gen Bedingungen nicht erfQllt werden, sicher aus einer transcendenten, 
„d. h. nicht algebraischen Function, hervorgegangen sein mufs. Da z. B. in 
„der bekannten lögarithmischen Reihe 

log(l-f^) = x—\x^\^jif' , 

„wenn man hinreichend weit fortgeht, jede beliebige, noch so grofse 
„Primzahl als Nenner eines Coefficienten angetroffen wird, so folgt hier- 
„aus, dafs der Logarithmus keine algebraische, sondern eine wesentlich 
„transcendenle Function ist. Ähnliches gilt von der Reihe fQr e^, und 
„unendlich vielen andern.'* 
Nachdem der Urheber des Theorems die in demselben ausgesprochene 

Eigenschaft algebraischer Functionen einmal entdeckt hatte, war es nicht schwer, 

den nachfolgenden Beweis desselben zu finden. 

1. 
Wir gehen von der Betrachtung der Reihe aus, welche (l-for}", nach 
aufsteigenden Potenzen von x entwickelt, giebt. Es bedeutet n eine positive 
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oder negative rationale Zahl, die gleich -|- sein mag, indem unter ^ und h 

ganze Zahlen ohne gemeinschafllichen Theiler verstanden werden, so dafs in 
der binomischen Reihe der Bruch 

. _ 9(g-h)(g-2h)....(ff-(m-i)h) 
^ ~ 1.2.3 m 

der CoSfCcienl von \^^ ist. Bringt man diesen Bruch auf die kleinste Be- 
nennung, so wird sein Nenner nur durch solche Primzahlen theilbar sein, 
welche auch h (den Nenner von n) theilen. Zunächst ist nämlich klar, dafs, 
wenn eine Primzahl q, die in dem Nenner von h explicile oder implicite (als 
Vielfaches von 7) vorkommt, k theilt, diese Primzahl gegen keinen Factor 
des Zählers sich aufheben kann, also im Nenner, nach der Reduclion des 
Bruchs, grade so oft als Factor erscheint, wie vorher. Jede andere Prim«* 
zahl p wird aber, wie sogleich gezeigt werden soll, eben so oft, oder einmal 
mehr, im Zähler als im Nenner enthalten sein; hebt sich also aus diesem weg. 

Um diese Eigenschaft der p zu erweisen^ theile man den Nenner 
von h in Gruppen , deren jede p aufeinanderfolgende Zahlen enthält, so dafs nur 
in der letzten Gruppe deren weniger als p vorkommen können ; und zwar wird 
dieser Fall immer vorkommen, wenn m nicht durch /^ theilbar ist. Es bestehe 
z. B. die erste und die zweite Gruppe resp. aus den Gliedern 1.2.3 ... p 
und {p-^\){P'\-2) . .. {2p). In jeder Gruppe, die letzte im Allgemeinen 
ausgenommen, wird ein, und nur ein durch p theilbares Glied vorkommen; 
und zwar ist dies immer das letzte Glied der Gruppe. 

Theilt man den Zähler in ähnliche Gruppen, deren erste also 
g(S—h){g— 2h) ... (jr — (/> — 1)A) ist, so wird in jeder derselben, mit Aus- 
nahme der letzten, ein und nur ein durch p theilbares Glied vorkommen 
müssen (und zwar wird dasselbe in der Regel nicht erst das letzte Glied 
der Gruppe sein), während in der letzten ein durch p theilbares Glied vor- 
kommen kann, und jedenfalls auch vorkommt, wenn m durch p theilbar ist. 
Man sieht dies leicht, wenn man erwägt, dafs g und h keinen gemeinsamen 
Theiler haben und daher die Congruenz 

g —zh "^ Q mod. p 

eJit^' Wurzel z hat, die zwischen und p — \ liegt, eine zmuhen p and 
2/7 — 1, u. s. w. Es befinden sich daher im Zähler eben so viele Glieder, welche 
durch p theilbar sind, ab Im Nenner; oder sogar eins mehr. 

37* 
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Unter diesen durch p theilbaren Gliedern werden auch solche sein 

können 9 die durch eine höhere als die erste Potenz von p theilbar sind. 

Dadurch 9 dafs man Gruppen von p'' Gliedern bildet, findet man, mittels 

eines dem obigen ganz Ähnlichen Verfahrens, nfimlich durch Betrachtang 

der Congruenz 

g — zh ^ mod.j9% 

dafs im Zähler eben so viele Glieder durch p* theilbar sind, wie im Nenner, 
oder sogar eins mehr. Wir haben daher folgenden Satz: 

Entwickelt man (l-f-^)^ ^^^^^ aufatmenden Potenzen von af, so 
enthalten die Coeffidenten der verschiedenen Potenzen von x, in 
ihrer kleinsten Benennung, keine andern Nenner als solche, die in 
Potenzen von h aufgehen. Diese Nenner sind also nur durch solche 
Primzahlen theilbar, welche auch Theiler von h sind. 

So z. B. können in der Entwickelung von (14-^)^ alle Nenner, bis auf die 
Potenzen von 3 und 5, weggeschafft werden. 

Anm. Auf folgende Art Ififst sich ein Ausdruck fflr die höchste Po- 
tenz von p aufstellen, welche 1.2.3 ... .m theilt. Man zerlege m in die Form 

wo durch die a positive ganze Zahlen kleiner als p bezeichnet werden, die 
auch zum Theil Null sein können. Eine solche Zerlegung kann nur auf eine 
Art geschehen. Es giebt dann unter den Zahlen von 1 bis m: 

^rP"^^ + ^r^lP^^ + ^r^P"^ ^ V^P-^^i ^Ö^Ch jH, 

^rP^^ + ^r^lP^ + ^r^P"^ +•• + «» durch /l*. 



nrp" +flrwi/> +arw2 durch p^, 

a^p -{-fir^i durch p^^, 

ar durch p'' 

theilbare Zahlen, so dafs die höchste Potenz von p, welche das Product 
1 . 2 . 3 , . . fii theilt, die Gröfse 

zum Exponenten hat. Z. B. für m = 131 setze man p^=7. Dann ist 

131 = m = 5 + 4.7 + 2. r, 
also das Product 1.2.3 ... 131 noch durch 7^ theilbar. Die höchste Potenz 
von 3, die in dasselbe Product aufgeht ist 3% da 

131 = 2 + 1.3 + 2.3^+3»+3* ist. 
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2. 

Eine irrationale Zahl nennt man eine solche, welche durch Addition, 
Subtraction, Multiplication , Division und Erhebung zu positiven Potenzen aas 
ganzen rationalen Zahlen entsteht Wurdp die Division nicht angedeutet, 
so« soll die Zahl eine ganze heifsen; so dars eine ganze Zahl rational, oder 
irrational sein kann. Dem Worte Primzahl geben wir keinen erweiterten 
Begriff; nur die rationalen Zahlen 2, 3, 5 etc. werden darunter verstanden. 
Eine ganze Zahl heifse theilbar durch eine zweite ganze Zahl, wenn die 
erste sich als Product der zweiten und einer dritten ganzen Zahl vorstellen 
IfifsL Die beiden letzten Zahlen heifsen Theiler oder Factoren der ersten. 

Man sieht leicht, dafs sich Jede irrationale Zahl als Quotient zweier 
ganzen Zahlen darstellen Iftfst, deren eine ihr Zähler, die andere ihr Nenner 
heifst. So z.B. ist ^(1—^1) gleich dem Quotienten von ^(^3—72) und 
^3; yZ ist der Nenner von ^(1— yi)- Verbindet man zwei ganze Zahlen 
durch Addition, Subtraction und Multiplicalion , oder erhebt man eine solche 
Zahl zu einer positiven Potenz, so entsteht wieder eine ganze Zahl 

3. 
Entwickelt man das Polynom 

nach aufsteigenden Potenzen von x, so wird der Cofifficient einer Jeden Potenz 
von X, erstens aus Binomialcofifficienten, zweitens aus ganzen positiven 
Potenzen der a, und endlich auch aus negativen Potenzen non Oo durch 
Addition, Subtraction and Mulliplication zusammengesetzt sein. Beachtet man, 
dafs nach (§. 1.) die erwähnten BinomialcoSfficienten in ihrer kleinsten Be- 
nennung keine andern Nenner enthalten können, als Potenzen des Nenners 
von fij so findet man folgenden Satz: 

Bedeuten die Gröfsen a rationale oder irrationale Zahlen, so werden sich 
die Cofifficienten sfimmllicher Potenzen von x in der Entwickelung von 

(nb+aiJ^ + iija?' . . . '^a^x'^y 
nach aufsteigenden Potenzen von x, als Quotienten zweier ganzen Zahlen 
darstellen lassen , deren eine (der Nenner) ein Product aus Potenzen der 
Nenner der a, des Zahlers von Ho und des Nenners von n ist. 

4. 
Durch Addition, Subtraction und Multiplication zweier Reihen oder gan- 
zen Functionen von x kommen keine neuen Primzahlen in die Nenner; durch 
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Erhebung einer nach x geordneten Funclion zu einer positiven oder negativen 
Potenz (§. 3.)) nur eine beschränkte Anzahl derselben. Da sich aber Jede 
algebraische Function einer VerSnderlichen x durch eine gewisse Anzahl der 
vorgenannten Operationen aus x und Constanten (dte man sich nicht als 
transcendent vorstellen darf, wie z. B. sin 2, sondern höchstens als irrationpl) 
zusammensetzen läfst, so findet man (§. 2.) folgenden Satz: 

Läßit sich eine algebraische Function einer Veränderlichen x nach 
aupfteigenden Potenzen derselben entwickeln, so können die mit den 
Potenzen von x multiplicirten constanten Coefjßcienten als Brücke 
dargestellt werden, deren Nenner Producte aus Potenzen einer be^ 
schränkten Anzahl ganzer Zahlen sind. 

Man darf nicht glauben, dafs dieser Satz schon unmittelbar mit dem 
ersten Tbeile des zu beweisenden Salzes flbereinstimmt. Es ist nfimlich zu 
zeigen, dafs in solchen Reihen die CoSfficienten, insofern sie rational sind, eine 
endliche An'^^.ahl bestimmter Primfactoren und deren Potenzen enthalten. (Die 
Exponenten dieser Potenzen können natflriich in unendlicher Anzahl vor- 
kommen). Es wäre nun wohl denkbar, dafs eine Reihe von ßrfichen, deren 
Zähler und Nenner irrationale ganze Zahlen nnd deren Nenner aufserdem 
Producte aus Potenzen einer endlichen Anzahl gegebener ganzer Zahlen sind, 
dennoch, wenn die Brflche rational werden, Nenner enthalte, die durch alle 
roögli'^^hen Primzahlen getheiit werden können. Das gewonnene Resultat stimmt 
aber offenbar mit dem gesuchten flberein, wenn folgende Eigenschaften irra- 
tionaler Zahlen erwiesen werden können : 

ä) Sind Z nnd N irgend welche ganze Zahlen, g und h rationale 
ganze Zahlen, die keinen gemeinschaftlichen rationalen Theiler haben: so kann 

-^ nur dann gleich -j- sein, wenn Z durch g und N durch h theilbar ist. 

6) Eine Zahl A^^ und ihre Potenzen, sind nur durch eine endliche 
Anzahl verschiedener Primzahlen theilbar. 

Mit dem Beweise dieser Sätze, welche einer Theorie der irrationalen 
Zahlen angehören, werden wir die gegenwärtige Abhandlung schllefsen; zu- 
nächst aber zu dem allgemeinen Falle der Reihen -Enlwickelung impliciter 
Functionen uns wenden, welcher den eben behandelten umfafst, ohne die Ei- 
genschaften irrationaler Zahlen vorauszusetzen. 
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5, 

Der zweite Theil des Eisensteinsehen Satzes beschäftigt sich mit dem 
Falle, wo eine Fanclion von x, welche die Worzel einer algebraischen Glei- 
chang im weiteren Sinne ist, in eine nach Potenzen von x aufsteigende Reihe 
mit rationalen CoSfficienten entwickelt werden kann. Es wird behauptet, dafs 
die nothwendigen Nenner dieser CoSfficienten nur durch eine endliche Anzahl 
verschiedener Primzahlen theilbar sind. 

Die allgemeinste Form einer algebraischen Gleichung zwischen einer 
unabhängigen Verfinderlichen x und einer abhängigen y ist die, dafs eine 
gegebene algebraische Function von x und y Null sein soll. Wir müssen 
annehmen, dafs die Constanten, welche in dieser Function vorkommen, höchstens 
irrationale Zahlen, aber nicht transcendente sind. Unter dieser Voraussetzung 
kann die gegebene Gleichung, wie man weifs, durch Multiplication mit ge- 
eigneten Facloren auf die Form einer algebraischen Gleichung im engern 
Sinne gebracht werden, d. b. auf die Form 

wo l\y,^) eine ganze Function von x und y, mit rationalen ganzzahligen 
Coefficienten ist. Jede Wurzel der ursprflnglichen Gleichung wird auch eine 
Wurzel der letzten sein, die wir uns schon von gleichen Wurzeln befreit 
vorstellen. Hierdurch wird allerdings noch nicht die Möglichkeit ausgeschlossen, 
dafs einige Wurzeln für besondere Werthe von x, z.B. fflr ar=0, einander 
gleich seien. 

Die Gleichung f(y,x) = sei nach y vom m*'''' Grade, und habe 
also die Form 

fiy.x) = A^^y^^A,y^'^-^...A.A^,,y+A^ = 0, 

wo die A ganze Functionen von x mit rationalen ganzen CoefGcienten sind, 
die sich ffir x = auf ^, ^i, a^ reduciren mögen, so dafs för x = 0^ 

ist. Hier sind die a rationale ganze Zahlen; es können auch einige von 
ihnen Null sein, aber nicht alle zugleich, wenn man die ^ von ihrem gröfsten, 
allen gemeinschaftlichen Theiler befreit hat. Diejenige Wurzel der Gleichung 
/'(y>^) = 0, welche wir betrachten, die also durch eine Potenzenreihe mit 
rationalen Coefficienten ausgedrQckt ist, sei 

SO dafs Co eine rationale Wurzel der Gleichung f(y,0) = ist. Es ist nun 
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wa bezweisen, dafs die Nenner der e nur durch eine endliche Ansah! ver- 
schiedener Primsahlen theilbar sind. 

Offenbar wird es genügen, wenn man den Bewde für alte e, 
von Mum bestimmten, dem n''" an, giebl, da Cu. Cj, bis su e« hin, gewifs 
nur eine endliche Anzahl von Nennern haben, indem die Anzahl dieser Glieder 
endlich ist. 

6. 
Wir bebandeln nun zunfichst den Fall, dafs /*(y^O)sssO oieht mehrere 
Wurzeln hat, die gleich c» sind, dafs also 

nicht verschwindet. Es ist dieser Ausdruck nflmlich gleich 

dy ' 

für y = A). 

Man gehe zunächst, von c^ anfangend, in der Reihe der e bis lu einem 
solchen, dessen Index gröfser als der Grad von Ä^ ist (§. 5.)* Es i^ 
leicht zu sehen, welche Primzahlen p in der unendlichen Reihe der €, von 
dem bezeichneten an, in den Nennern vorkommen dürfen. Kommt nimlieh 
die Primzahl p zuerst in dem Nenner von c, als Theiler vor (wo nun i» 
gröfser als der Grad von Ä^ ist), so wird sie in allen ganzen positiven 
Potenzen von y^ gleichfalls zuerst in dem mit x"^ multiplicirten Gliede sieh 
zeigen können; und zwar enthalten Y» y^$ y^$ • * • y^f nach dem polyno- 
mischen Lehrsatze, den Nenner p im Goöfficienten von x" resp. in folgender 
Verbindung: 

Cn, ^c^c^, 3c2c«, ...mt^-^c^. 

Setzt man in die Gleichung f{y,x)=^0 ffir y seinen Werth, ausge- 
drückt durch die Reihe, und ordnet nach Potenzen von x, so mufs der Codf- 
ficient Jeder Potenz von x, also auch von x\ fflr sich verschwinden. Dieser 
besteht aber aus einem Tbeile , welcher ;; gewifs nicht im Nenner enthalten 
kann (indem er aus den in den A vorkommenden rationalen ganzen Zahlen 
und den e von Ca bis c^^i zusammengesetzt ist), und aus dem Theile 

c„ (m iTu <•"* + (^^ — 1 ) ^1 ^7"^ • • • + 2a^ -2 ^0 + ö^-i). 

Es mufs sich also auch aus diesem das p wegheben, so dafs in den Nennern 
nvr solche Primzahlen p vorkomfnen können, welche Thriler ton dem 
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«imfj der naob der AanAiDe nicht NqU Ist. 

7. 
Wir kommea s« dem Falle, wo f{y,0) = gleiche Wurseln Iiat 
Es Bclieint mir anf eiaem Irrthum la beruhea, wenn tiisetutem sagt, dafe 
die yonGmtfs sogenannte HelermMait/e von/Ty^O) nicht verschwinden darf, 
wenn eine Reihen -Entwickeinng Oberhaopt möglich sein soll Die Detail 
minanle dieser Fonclion ist nach Gaufe (Commentat. Gotting. Classis Math. 
Tom. III. p. 1 14, „Demonstratio nova altera theor. omaem fuact. algehr. etc. f. 6|.**) 
nichts anders, als das Froduct der m Werthe, welche 

annimmt, wenn man, nach AasfOhruag der DifferentiatioB, fttf y der Heike pack 
die m Wurzeln von f(y, Q) ?=: setzt. Die Determinante verschwindet nai^ 
nnd immer, wenn /*(y^0)=:0 einige gkicke Wnrzela hat Als» mflikle 
nach obiger Behanptnng, wenn ich die betreffende Stelle nicht unrichtig deute, 
in eegenwirtigem Falle keipe Reibenr-Entwickehwg einer Wuff el d^r C(l«|^iv!ig 
/^(y>^) = möglich sein. Man findet indessen, zunicbsl in speci^^u FtU«a, 
wenn auch die Determinante fOr ^ = verschwindet, allerdings I(eil^ea-E!|l|tr; 
Wickelungen; wie es das Beispiel der Gleichung 

zeigt, deren Wur^ehi 

y = \'\'X'\'Qf;^{\—x) 

npd 

sich offenbar in Reihen entwickeln lassen, wfihrend die Determinante von 

verschwindet. AuCserdew sehe ich keinen Grund, aus welchem im vorUsh' 
genden Falle die Reihen - Entwickelung im allgepieinen unmöglich sein sollte, 
wenn gleich gewisse einfache Kunstgriffe angewendet werden mflssen, um sie 
zu finden. Wie Jaeobi in diesem Journal (Band tt. S. 273) bemerkt, hat 
Laplace, der in den j^Mömoires de Mathemati<|ue et de Physique de i^Academie 
royale des sciences pour 1777 p. 99" zuerst die Ijajfran^e'scho Umkehrungs-^ 
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formel bewies (Histoire, p. 54)5 an der Stelle wo er die Warsei y einer 
Gleichung f(y, o?) = in eine Reihe entwickeln will, wenn f{y, 0) = gleiche 
Wurzeln bat (Memoires p. 121), einen Irrlbum begangen, den Jncoöi am an- 
gezeigten Orte berichtigt. 

Will man eine Wurzel der Gleichung /*(>'> -r) in eine nach Potenzen 

von X geordnete Reihe entwickeln, so hat man y, ^, ^^-, etc. fOr x = zu 

aneben. Schreibt man zur AbkQrzung f statt f{y,x\ und wendet das Zeichen d 
für das partielle^ das Zeichen d fOr das vollständige Differentiiren an, so wird 

dy dx 

dx ~ df' 

dy 
Hat nun ^(y,0) = mehrere gleiche Wurzeln c,„ so wird ^ fflr a? = ver- 
schwinden und ^ fflr X =z die Form % bekommen; den wahren Werth 

des Bruchs wfrd man durch (r — l)malige Differentiation von Zfihler and 
Nenner erhalten , wenn fly, 0) = eine Anzahl r gleicher Wurzeln hat. So 

entsteht eine Gleichung r***" Grades ffir ^, die auch die notb wendige Anzahl 

von Werthen dieser Gröfse, nfimlich r, giebt. Ahnlich findet man ^-4, u.a. w. 
fflr j; = 0. Hatte z.B. f(y,0)z=0 zwei' Wurzeln Co^ so wird 



fflr ^r=0, d.h. 



dy ^_ 5^ 

dy 

e*f, ö*f dy 
öx* dj dy dx 

dxdy dy* dx 

80 dafs ^ fflr x^=^0 die Wurzel einer Gleichung zweiten Grades ist, nioi-^ 
lieh von 



(^y|f+»(i)j^+0=o. 



wenn man nach AusfAhrung sämmtlicber Differentialionen x=rO und ytszc^ 
setzt. 
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8. 
Hat f(y,0) = gleiche Wurzeln , and lifst sich eine Wurzel der 
Gleichung f{y,x)^=0 wieder in die Reihe 

Xu = ^ü+^t^"f ^2^'+ ••• 
entwickeln, so bleibt der Satz im wesentlichen bestehen; nämlich: 
Nimmt ihm n grofs genug an« so wird 

für keine andere Wnriel der Gleichung f{y,x) = als für y=:y^^ durch ;r* 
theilbar sein, d.h., durch x" getheilt, fQr «r = noch einen endlichen Werth 
geben. Sollte man gerade ein solches n angenommen haben, dafs dieser end- 
liche Werth fQr x = gleich Null ist, so wird ein noch gröfseres, geeignet 
gewähltes n diese letzte Eigenschaft der Differenz verhindern. 
Wäre nimlich auch fQr die Wurzel y die Differenz 

Xi — (^u + ^1 ^- h c^^i^"^^), 

wie grofs man auch n annimmt, durch n theilbar, so mäfste offenbar yi mit /o 
Qbereinstimmen. 
Setzt man 

so wird man ($. 5.) aus der Gleichung för y eine ähnliche fQr tj erhalten; 
nSmIich: 

in welcher die B ganze Functionen von x (mit ganzen rationalen CodfBcienten) 
sind, die wir uns frei von einem gemeinsamen Facti^r vorstellen und die 
sich daher fQr 07 = in rationale ganze Zahlen b^y^ bi^ . . . &^^i, b^ ver- 
wandeln, welche nicht sämwtlich Null sein können. Von den i/i Wurzeln 
der vorstehenden Gleichung wird nur eine für ar = einen endlichen Werth 
haben; nämlich die aus yo entstandene, 17^9 deren Werth durch die Gleichung 

gegeben ist, so dafs 

eine Gleichung ersten Grades sein mofs. Es verschwinden daher ^0,61,... b^^2^ 
nicht aber (,..1 und b^. WQrde nämlich b„^i gleich Null, so mOfsten auch 
6^, also alle b verschwinden; was nicht geschehen kann (S. oben). Wäre 

ferner ft^«i nicht Null, wohl aber b„, so wQrde « = — 7-^ = sein, also 

38» 
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der Werth vob ijo ^ ^ ="0^ A. h. c^ verschwiRden. Es war aber n so 
aBgenommen, dafli dtos aieht Statt findet. 

Seist ittaii fttr i;,, den Umi sukooimenden Werth 

in seine Gleichung vom m*^ Grade, so hat maif Ähnliche fietrachtnngen annsteUen 
wie in ($. 6.)i die aber hier einfacher sind« Man wird ohne Hflhe sehen, dafs in 
dem Nenner eines hinlänglich entfernten GHiedes c„^.« (nnd swar mnfs s gröfher 
sein als der Grad von B^) eine nene PrimaaU p bot dann anftreten kaDB, 
wenn sie b,^^ theilt. Also ist anch in diesem Falle die Ansaht der Prlm^ 
sahlen beschränkt, welche die Nenner der Cofifficienten nnserer Reihe, wenn 
sie aaf ihre kleinste Benennung gebracht sind, theilen. 

Wir schliefsen hieraus, dafs logx^ arctangor^ sIb^« ^, u. s. w. wirk'- 
Kcke Tran^cendenten sind, d. h. nicht algebraische FnnclioBeB, Ja nicht eln-^ 
mal Wnrseln algebraischer Gleichungen. 



9. 

Beweis der SAtse in §. 4. 

Hfllfssfitse, Beseichnet / irgend eine irrationale Zahl, ao ksaa man 
dieselbe leicht als Wursel einer Gleichung 

darstellen, in welcher die Cofifficienten A rational sind« War 1 eiae gBUe 
Zahl ($. 2.)« 80 kann man auch immer erreichen, dafs die A ratloBal und 
gass werden. 

Der Beweis des ersten Theils dieses Sataes wflrde keine Sdiwierig«-» 
keiten haben, so dafs wir nur den Fall untersuchen wollen, wo / eine ^oiMr« 
Zahl beseichnet Das yerlangte Resultat wird sich ergeben, wenn man / in 
die Theile auflöset, ans welchen es entstanden ist Dasu theile man die irra- 
tionalen Zahlen in Ordnungen, auf die Weise, wie es Abel In seiaem 
i^Beweise der Unmöglichkeit, Gleichungen von höherem als dem 4ten Grade 
allgemein aufsulösen'' (Journal, Bd. I. S. 67) gethan hat DerKflrse wegen 
mag im Folgenden der Ausdruck „ganze Functhn^ audi von Siaklem ge- 
braucht werden ; und zwar soll ein Aggregat, welches aus Zahlen a, h, e, etc. 
durch Addition, Subtraction und Multiplication entstanden ist, ohne dafs aufser 
a, b, c, etc. noch andere als rationale ganse Zahlen benntst wurden, eine 
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jfMtee fkmcäon voa a, b, e, ele. heifBen. So ist 2a-\'b eine ^anze Function 
▼Ol mmni i, nidil ober tf y2-f ^« Zslilen wir Wnrsol-Aassieiiangefl, so neh- 
men vrir toleho, deren Exponent eine PrimBalil ist^ fflr eine, also t. B. eine 
15^ Wvnol^ da 15«= 3.5 ist, für eine zweifache Worsel-Ansdelinng. 

Irratimml erster Ordnung heifst dann eine ganze Function von ratio- 
nalen ganieo l&lilen ond einfadien Wnrseln; Irraüonat ztteiter Ordnung 
rine ganae FoncUon rationaler ganzer Zaiilen, von Irrationalen erster Ordnung 
nnd eiafacheii Wnraeln ans Irrationalen erster Ordnung ; u. s. w. Die Irra-- 
ümuden der vereehiedenen Ordnungen sind ganze Zahlen; eine Irrationale 
0^' Ordnung ist eine rationale ganae Zahl. Wir werden uns dann / als 
Irrationale einer gewissen, der n^* Ordnung,, vorstellen können; und zwar 
seien die Wurzeln ans den Irrationalen (ii— 1)^ Ordnung, die in ihr vor- 
kommen, 

rn, yra, yrs, etc.; 

wo also die ^ Primzahlen die r Irrationalen (n— 1)^ Ordnung vorstellen. 

Potenzen von ^r sind von keiner höheren Ordnung als diese Wurzeln selbst, 
und können unter der oben befindlichen Reihe von ^t% «2% otc. Wurzeln 
vorkommen; dagegen braucht man in diese Reihe nur die ersten e — i Po- 
tMfeen auftnnehmen, da fflr ein ganzes rationales z, 

fldoh der a^ Potenz von ^r, multiplicirt mit einer ganzen Potenz von r, 
i. h. mit einer Irrationalen (n — 1 y^ Ordnung 1^ Es lAfst sich also / als 

gfe&ze Function von yri, yr2^ etc. und ihrer resp. ^i — 1, ^—1, etc. ersten 
Potenzen, aufiierdem aber von Grörsen einer niedrigeren als der n*^ Ordnung 
darstdlen. Setzt man Jene ^i**^, «i^, etc. Wurzeln resp. gleich pi, (Hi ®to., 
so hat I die Form 

wo die g Irrationalen hödistens von der (n — 1)^ Ordnung sind, und die 
Summationen sich auf alle Werthe ^i, t^, ...^ von Null bis resp. «i— 1^ 
«2—1, etc. beziehen. 

Es genflgt also / einer Gleichung 

'-^a^n'^...9i'9i' •=0, 
deren Form mit der oben aurgestellten flbereinsUmmt, indem die höchste Po- 
tenz von I, (hier / selbst) , nur mit 1 multiplicirt ist , die Summe aber eine 
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ganze Zahl vorsteiit, welche allerdings noch nicht ralional, sondern eine Irra- 
tionale vf^ Ordnung ist. 

Hnltiplicirt man nun diese Gleichung ersten Grades mit den e^e^ ••• — 1 
Facioren, die man erhall, wenn man in. der Differenz 

den (I alle möglichen Werthe giebt, deren solche Wnrzelgröfsen ffibig sind, 
so bekommt man ffl^ 1 eine Gleichung Yom «i«,*--*^" Grade, von der ver- 
langten Form; mit Go£fBcienten , die höchstens von der (n — iy^" Ordnung 
sind. Wie man von der Gleichung ersten Grades auf die e^e^ ../*''' Grades 
kam, so wird man von dieser zu immer neuen Gleichungen von derselben 
Form, von einem immer höheren Grade, mit Coöfficienten immer niedrigerer 
Ordnung gelangen, bis man endlich zur 0*'''' Ordnung kommt. 
Es genügt demnach jede ganze Zahl / einer Gleichung 

i'"-J,|-^+.-.±J« = 0, 
deren Coefficienten A ralional und ganz sind. 

10. 
Folgerungen. Sollte / nur in irrationaler Form aufgetreten^ aber 
rational sein, so ist es eine ganze rationale Zahl, wenn es früher die Gestall 
einer ganzen Zahl hatte. Genügt nfimlich der Gleichung für / mit ganzen 
rationalen Coöfficienten eine rationale Zahl, so mufs dieselbe nach bekannten 
Sätzen ganz sein. 

Die obige Gleichung für i, ist nicht noth wendig irreduclibel ; man sieht 
aber, dafs jeder ihrer irreductibeln Facloren von derselben Form ist, wie sie 
selbst, «nd ganze Coöfficienten A hat. (Der Beweis folgt aus Disq. arilhm. 
p. 37, §.42.) Wir haben daher folgenden Satz: 

Jede irrationale Zahl 1 genügt einer irreductibeln Gleichung 

i'--^ii'^-*-f .42/""''— ••• ±A^ =^ 0. 

Ist I ganz, so sind die A nicht nur rational, sondern auch ganz. 

Da eine Gröfse / nur einer irreductibeln Gleichung genügen kann, so 

sind alle A bestimmt; also ist es auch A^. Norm einer Zahl I keifst die 

Gröfse A^. Die Norm einer jeden Zahl ist daher rational, die Norm einer 

ganzen ganz. 

Die /!*' Potenz der Norm eiver ganzen Zahl ist durch die Norm 

p ^ 
4§r p^'" Potenz derselben theitbar. Setzt man nämlich 1^=^]^K in die 

Gleichung für I, so erhält man, indem mau die //^'' Wurzeln wegschaiFl, eine 
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Gleichong fOr K, die mit K'^ anfängt und mit ± A^ schlierst. Diese Gleichung 
ist entweder Irredaciibel, oder nicht; im ersten Falle ist sie identisch mit det 
irrednctibein Gleichung 

welcher i^ als irrationale ganze Zahl genügt; im zweiten Falle ist sie wenig- 
stens durch sie theilbar. Es ist also B^ (und das ist nach der Erklärung 
die Norm von K oder von i^) ein Theiler von J^ der //"" Potenz der 
Norm von /. 

11. 
ßev.*eis des Satzes 6. in §. 4. Den Arbeiten von Abel (Journal 
Bd. I. S. 65 et seq. , Oeuvres completes Tome IL ^Sur la r6soiution ulgöbrique 
des iquations, p. 185 et seq.'*) entnehmen wir einige Resultate, dereu Be- 
weise in den angezeigten Stellen vollständig enthalten sind. Man kann auch 
die Arbeiten von Malmsien und Luther (Journal Bd. 34. und 37.) ver- 
gleichen. Es ist dort gezeigt, dafs jede irrationale Gröfse / auf eine Haupt- 
form gebracht werden kann, in welcher sie als rationale Function gewisser 

Wurzelgröfsen y^, )^yi, etc. sich zeigt. Diese Function genügt dann immer 
derselben irrednctibein Gleichung, welche fi^^""^ fi^^ etc. Wurzeln man auch 
nehmen mag. (Oeuvres completes, IL p. 199.) Man findet dort auch (p. 200) 
den Satz, dafs eine irreductibele Gleichung mit etiler algebraischen Wurzel 
ntir algebraische Wurzeln hat. 

Bringt man daher eine Wurzel unserer irrednctibein Gleichung &lr I 

(§. 10.) auf die Hauptform und verändert die Wurzelgröfsen )Y^ etc. auf alle 
. mögliche Arten, so erhält man (Ute Wurzeln; so dafs das Product der auf diese 
Art gefundenen verschiedenen Ausdrucke die Norm von i wird. 

Das j^Theoreme I.^' in den ,,Oeuvres completes"' yonAbel p. 196 lehrt, 
dafs zwei algebraische Ausdrücke in der Hauptforra, welche dieselben Wurzel- 

gröfsen }^y, etc. enthalten, ffir alle Werthe, die man den Wurzelzeichen gieht, 
gleich sein mflssen, wenn sie ffir dnen der Werthe Obereinstimroen. Ist nun 
eine ganze irrationale Zahl 1 das Product zweier anderen ganzen K und L, 
so bringe man diese auf die Hauptform. £s wird / nur die Wurzelgröfsen 
enthalten können, die in K mid L vorkommen, obgleich einige der letztem 
sich durch die Multiplication wegheben, und daher in / fehlen können. Ver- 
ändert man auf der Seite rechts der Gleichung 

1 =^ KL 
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ß 
die Wurzelzeicbeo y'y etc. auf alle mögliche Art, so wird das Gieielie aocb a«f 

der Seile iioks Statt finden, wahrend V€rsckiedem€n VerAnderangeB «nf der 

Seite rechts dieselben auf der Seite links entsprechen können. Mnltiplicirt mai 

die so entstehenden Gleichungen miteinander, so wird anf der Seite reckts 

das Product der Normen von K nnd h (n&mlich aller Wurzeln der irredncti- 

beln Gleichungen^ denen K und L genflgen) links die Norm von / oder eine 

Potenz derselben erbalten. Wir haben daher folgenden Satz: 

Die JSlomn eines jeden Factors einer yanzen Zahl lAeUt die Norm 

der ganzen Zahl, oder eine Potenz derselben. 

Soll nun eine Primzahl y eine ganze Zahl N oder eine Potenz der- 
selben, z. B. die y theilen, so mufs die Norm von ^^ d.h. q selbst« die 
Norm von N^ zu irgend einer Potenz, also die Norm von A^'^ mithin die ^ 
Potenz der Norm von N oder diese selbst theilen. Eine ganze Zahl N 
und ihre Potenzen sind folglich nur durch die Primzahlen theilbar, weUke 
die Norm von N th^len. So ist also der Beweis des Satzes (4. b.') geliefert. 

13. 
Ein HOlfssatz. Hßt die Gleichung 

i'•-fi^,i'"-*+.4,i'"-^..4-i^^ = o, 

in welcher^ die A rationale ganze Zahlen bezeichnen, eine irraiionale 
Wurzel, so ist dieeetbe ganz. 

Beweis. Es sei Z derZ&hler, N der Nenner von i, so daCr ij^^^^ 

ist. Man kann aber nicht annehmen, dafsZ undiV keinen gemeinschaftlichem 

Theiler haben. Wire nfimlich d ein solcher, so wflrden ^ und -j wi04w 

einen Tbeiler haben können, nnd so könnte es in*s Unendliche for^ehaa. Ba 
kann ja. eine Zahl N unendlich viele Theiler haben; nur über die Nß/nnen 

derselben liaben wir einen Satz anfgestellt. Wir werden zeigen, da(^ wenn v 

der vorstehenden Gleichung genügt, es gleich nn^, dieses gleich ^, etc. smn 

mufs, wo die Z und N ganze Zahlen bezeichnen, welche sich unbestimmt der 
Einheit nähern; woraus man dann schliefst, dafs der Bruch sich als gaane 
Zahl darstellen Iftfst. 

Setzt man nämlich in die Gleicbiung fftr / seinen Werth, so findet aicli 

Z'"-fiV(J,Z'"-*-f J,Z-^iV+...-f ^^A'— ') = 0, 
so dafs Z"* durch xV theilbar ist. Macht man 

z- = Azr, 
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so wird 



I _ ^ _ Z. 

— W — w-i ? 



WO Zi eine ganze irrationale Zahl bezeichnet und IS "' Das ist, was frfther 
iVi genannt wurde. So schreitet man nach und nach von dem Nenner iV za 



A', — iV " , 


* 


m— 1 

N, — ^r = 


= M '" ^ , 


A7, — Af," = 


= JV^ "■ ' 



fort und nähert sieb also beliebig einem der Einheit gleichen Nenner. 

13. 

B( ^^ eis des Satzes a. in $. 4. Ist nun 

so genüge 2S der irreductibeln Gleichung 

(1.) Z" -j- B, Z— ' -f B»Z"-» -f . . . 4- B, = 
mit ganzen rationalen CoSfficionten , und 'S der folgenden: 

(2.) A^ + Ci A-' + Cj JV'-'' 4- • . • -f C, =0. 
Setzt man in die erste Gleichung: 



Z = it2V, 



SO ergiebt sich 



(3.) N-iBJiS--'+BXN-'-\- .... +»„ = 0; 

was mit der Gleichung r^"""" Grades fflr N Obereinstimmen mufs« Denn (2.) 
ist irreductibel ; eben so (3.) (welches aus der irreductibeln Gleiphung (1.) 
entstand}, weil jeder Factor, der (3.) theilt, offenbar auch Z zu der Wurzel 
einer Gleichung von niedrigerem Grade als dem m^^^ machen wOrde. Die 
Gleichungen (2. und 3.) sind Tolglich identisch, also ist m = r und 

B^A ==. ff Ci, 



Crellc's Journal f. d. M. Bd.XLV. Heft 4. 39 



302 "• Heine, über Reihen^ EniudckelHng atgebraUeher Functionen. 

Da g und h keine gemeinschaftlichen Theiier haben, so sind B^^ 0,, etc. 
resp. dorch g^ g^, etc., ferner O14 Oi, etc. resp. durch h, A% etc. theilbar. 
Macht man 



SO geben die Gleichungen fflr Z und iV^: 

JV^ + Äil,Z--»H-A^2i,Z'"-^+ ... ^Ä-J^ = 0. 

Z JV 

Es genügen also — und -rr- einer und derselben Gleichung mit ganzen Coöf- 

iicienten A, nfimlich: . 

(f)"+-<.(7r'+-+^-=o. 

sie sind ferner irrational , also nach (§. 12.) ganz, d. h. es ist Z durch g, 
und If durch h theilbar. 

Bonn, im November 1852. 



3oa 



23. 

Consid^rations g^^rales sur les racines 

des nombres preniiers. 

(Par Hr. OUramartf prof. des matb. snpör. k l'acad. des soiences de Geneve.) 



OoH fi nn nombre premier qoelconqoe, et x rni nombre compris daiis 
la Saite naturelle des nombres plns' petits qne fi. £levons x snecessivement 
a tofites les puissances 0^ 1, 2, 3^ . . . n, ... {fi — 3)^ {fi—\)^ /u., /a-^-I^ ... 
iu-fii— 1) ••• noQS pouvons^ en reprösentant par r^.) le reate.de x^ divisi 
par fs, ^t en nous rappelant qne par le tbioreme de Ferwut aoQS avons 

;f^"* ^ 1 (mod. fi) , 
fonner les deux snifes infinies 

^i«j X f X f X f xr 9 * . • X f ••• x^ f x^ f •I' j * ^ • • • x^ y . • . ^ 

(2.) I, r^i), r^), r^j), •.. ^(„)9 ••• ^(^— a)i i^ ^iv)^ ^c»)» ••• '*(t)i ••• 

En examinant la suites des resles (2.) 9 on voit qne cette suite est 

periodique, qu^apres un nombre fji — 1 de restes on doit necessairement r^r 

troaver runite, et qa^enismite cette periode de /i — 1 termes se repete ind6- 

iiniment. Si tous les nombres de la periode 

(3,) 1, r^i), r^j^, r^jj, .•• r^^y, ^{/t-iy 

sont differents entr^eox, comme ils sont en nombre > — 1 et Ions plus petits 
qne fi, ils doivent necessairement reprösenter Ions les nombres natnreis depuis 
1 a u—\. 

Tout nombre x qni jouil de la propriele, qu^eleve a toutes les puis- 
sances 0, t, 2^ ... (^ — 2), il donne toujoors des restes differents lorsqn'on 
divise ces puissances par fi, est d^sign^ soos le nom de radne du premUr 
ordre ou primitive de /i. 

Si tous les termes de la periode (3.) ne sont pas differents entr'eux^ 
il est manifeste qu^en formant la suite de ces restes, le premier reale qu^on 
trouvera ögal i nn raste döja obtenu, devra necessairement eire Tunite; et 

39» 
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comme d^aiHeurs le reste qiii repond ä la puissancc fi — 1 est Tunite, ii faut 
que la periode (3.) sc iroiire purtagce en de iiouvelles periodes donl le nombre 
des teriiies de chaque periode est un sous-miillipie de fx — 1; de Sorte que si 
Ton represenle par m le. nombre des periodes qui enirenl daas la periode (3.)? 
et par n le nombre des termes de chacune de ces nouvelles periodes, on aura 

mn = fi — 1. 
Ceia pose, nous appellerons meine du m'^'"^ ordre ou d^un indice m, 
tout nombre x qui jouit de la proprietö que, si on Televe ä toutes les puis- 
sances 0, 1, 2, 3, ... // — 2. ia suite des resles qu^on oblient en.divisant ces 

puissances par jj, forme m periodes sembiables de termes cbacune. 

§. 2. 
Considerons les deux suites (1. et 2.), et supposons que t aoit une 
racine de Tordre m, la serie (2.) se composera de m periodes sembiables, de 

^"^ termes chacune. 

Prenons un nombre quelconque y compris dans une de ces periodes, 
et proposons-nous de delerminer Tindice qui repond ä ce nombre. Soit, pour 
fixer les idees, y = r^^) le nombre que nous avons choisi, nous pourrons former 
les denx suites 

* 9 '*00' ^Op)'i ^Op)^ ' • • 

Cela pose, on reconnall aisemenf, d'apres la maniere dont se forment 
les restes successifs des puissances de y: 

V Que si p est un divisour de ^^ " , on arrivera au reste 1 apres 

un nombre de termes egal ä •^^■^^^, puisque r. ,,„| . =1, et par suite que y sera 

ane racine de Tordre tup} 

« ^ 

2^ Que si q est le plus grand commun diviseur entre ^ et p, on 

arrivera au reste 1 apres un nombre de termes egal a , et par suite que 

y sera une racine dont le nombre des termes de la periode sera , c'est- 

a-dire de Tordre tnqf 

3** Que si p est premier avec ^- , on n'arrivera au reste 1 qu^apres 

on nombre de termes egal a ^^ , et par suite que y sera une racine dont 

ie nombre des termes de la pöriode sera — , c'est-a-dire de Tordre f#i. 
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Ofi peot oonclare de iä: 

Theoreme I. Si la .mite (2.) est formte au moyen ä'une ra* 
eines primitive x et f/u'on ecrive les deux suiles 

0, 1, 2, 3, ... p, ... Ca— 2), 

I9 ^(1)1 ^(2>1 ^O)«: ••• ^ip)^ ••• ^(14-2)9 

r^p^ sera vne raciue du nombre pretmer fi d'un ordre indique par 
le ptus grand commun diaiseur entre p et fi — 1. 

Oll peut deduire de ce theoreine, en admettaiit que toat nombre premier 
a une racine primitive, les consequeuces saivantos: 

l"" Qu'un nombre premier a aatant de racines de Tordre m et plus 

peliles que //^ qn'il y a de nombres entiers premiers et inferieurs a -^ ; 

2'' Que si Ton connaissoit une racine primitive d'un nombre premier, 
on ies connaltrail toutes, en eievant cette racine a loutes les puissances qui 
sont des nombres premiers avec /i-— 1 et en divisant ces puissances par /u; 

3" Que tout nombre premier aura des racines des ordres marques par 
ias facteurs de p — 1, et seulement des racines de ces ordres Iä; 

4^ Que toute puissance m d^une racine de Tordre p est une racine de 
Tordre Mp, si le nombre fi est de la forme my^Ar-f 1, ou une racine de Tordre 
donnö par ie plus grand commun diviseur entre p—i el wp, si le nombre 
premier est d'une autre forme. 

«. 3. 
Theoreme II. Si /i est un nombre premier absolu, et a une 
racine de ce nombre de Vordre n, ta conyruence 

X ^ ^a (mod. /m) 

V Admettra une Solution, et rien ifuune, ei les deux nomhree 
/a — i et m sont premiers entr^eux ; ei cette Solution sera une racine 
de Vordre n egatement. 

2"" Elle n admettra aucune Solution si les deux nombres p—l 
et m ont un plus grand commun diviseur qui n' entre pas dans n; 

3^ Elle admettra autant de solniions que le plus grand commun 
diciseur entre fi — 1 et m contient d^unites, si ce phis grand commun 
diviseur divise aussi exactement n; de plus ces differentes Solutions 
seront des racines de p, soll de Vordre n, soit ä'un ordre sous-mul- 
tiple de it. 
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Celle proposition tree ooim&e, n^est que Tenonoa de la reoiproqoe de la 
4'^^ consequeoce da paragraphe preoedeot. 
Si noQS coDsiderons I'expression 

X ^yi (mod.fi)y 
don( ies tn valeurs soni donnees par 

Äi E=: cos — ^4-^— Islö (mod. li)^ 

lorsqu'oD fait dans cette formale k successivement egal a 0, 1^ 3 .. . (m — 1), 
il resullera dn tbeoreme precedent. en remarquant qoe 1 est ^videmment de 
Tordre ,a — 1: 

l"" Que Rk Sera irrationnelle poar toDtes Ies valeurs de k dlfTereDtes 
de 0, si m et //— 1 sont premiers entr'eux; 

2*" Que Ri sera ratlonnelle pour un nombre de valeurs de Ar ögal )in 
notnbre qui exprinie le plus grand commuo divisenr entra m — 1 et m, et irra- 
tionnelle pour Ies autres. 

«. 4 
6i nous supposons m =: 3^ Ies difförentes valeurs . de R serool : 

R ^ l (mpd. /i) ) 

R' = -^1 ]j/-.3 (mod/i), 

R' = -4 + il^-3 (mod.^). 

Par consequent, si /e=:6it-i-l, ^ — 1 et m seront premiers entr^eux, et lea 

valeurß de R' et R" devront ötre irralionnelles. 

On peut en conclure que: y— 3 est rationnette pour taut nombre 
premier fi de la forme 6fi -j- 19 ^' irrationnelle pour taut nombre furemier fi 
de la forme 6n — 1. 

En supposant 191 = 3^"^ on ddmontrcra de möme que: 

L'expression |^(—*^± 1)^—3) eet rationnelle pour taute valeur d^un 
nombre premier /s de la forme 2.3''tt«)-l, et irrationnelle pour toul nomkre 
premier d*une aulre forme. 

§. 5. 
Si nous supposons m = b^ Ies differentes valeurs de R aeroot 
R ^ i (mod./i)^ 

R =^i^.iy5+l|^(-10-2]/5) (mod-/^), 
R" =-J-fi|^5-ii^(-10~2|/5) (mod.^), 
«''' = — i-i}^5-f i^C- 10 + 2 ,/5) (mod.Ai), 
Ä'^ = -i-i>/5-iy(-10-t-2>^5) (mod./i). 
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;i =ss I0ii{-1, le plus grand commaii divtseiir entre ju— 1 el m, 
sera 6« et loules les valeurs de R seront ralionnelles. Or, piiisqoe •(comme 
nous le recoQoatlrons plus loin §. 13.) ^ 1^5 est rationnelle pour toute vaieur 
de /i de la forme \^n±\^ Texpression }^'(— 10 + 2]/5) doit Tötre ponr teute 
vaieur de fi de la forme iOn-f-l« 

di;i = 10/i — 19 u — \ etm sout deux nombres premiers enlr'eux. 
Comme d'aillenrs }/b est rationnelle, Texpression y^( — 10±2)/5) doit 6tr6 
irraiionnelle. 

Si /i= lOw + 3, il est aise de voir que ^5 el )/(— 10 + 2y5) sont irra- 
tionnelles. 

On peut concinre de la que: 
Jjexpression }^( — 104:2}/5) est rationnelle pour toute vaieur de fi de la 
forme lOit-f l^ et irralionelle pour foul nombre pr emier dune autre forme. 

En sopposant i/i==5'"'S on demonkrera de möme que: 

5P-1 

Uexpreswm }/[— i±i>^5±|/(— 10 + 2|j^5)] est rationnelle pour taute 

vaieur dun nombre premier fi de ta forme 2.^n-\'i^ et irratkmnelle 

pour tmtt nombre premier d'une autre forme. 

5. 6. 
Edfin^ gendralement , on peut dir^ que: 
En representant pur tt un nombre premier, et par R^ la vaieur 

de Texpression cos^ — '-f sin — f^— t^ dans laquelle k peUt prendre loules 

Ist vateurf i, 2, 3«. .< a — t« on wrra que fexpression . 

sera rationnelle pour tout nombre premier de la forme 2a^ii-[-li et irr a^* 
tionnelle pour tout nombre premier dune autre forme. 

§. 7. 
On deduit aisement du theoreme II. et de la 4'^' consequence do 
(§. 2.) le theoreme suivant. 

Theoreme IIL «S^' ron admet que loules les raeines de Vordre 
m dun nombre premier /n, soient donnees par Vensemhle des Solutions 
dune congruence 

J^c^) = 9{^) = (mod.iii), 
la congruence, propre ä donner les raeines de Vordre mn, et rien 
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qve les racines de cet ordre, s^obfiendra en changeant dans cetU 

M 

congmence x en ^x. 

Reciproquement, si Ton connalt la congraence qui donne les racines 
de Pordre tifin, et que nous cn voulions deduire celle qoi donne les racines 
de Tordre m, il faadra remplacer x par x\ Mais ici on devra remarquer qne 
la nouvelie congruence contiendra non-seulement les racines de I^ordre mn, 
mais aussi ies racines de Ions les ordres qu'on obtient en mnltipiiant m par 
tous ies diviseurs de n. Nous pourrons donc enoncer Je tlieoreme suivant 

§. 8. 
Theoreme IV. Si la congmence 

^vnn) = (pi^) = (raod. /i) 

donne pour Solutions tovtes les racines de Vordre mn, et si Von 
designe par 

Hj , »2 $ ^z^ • • • n 
tous les diviseurs de n, äifferents de l^unite, et par 

i:^,,^,) = (mod. fi) , X^^^^y = (raod. fi)^ . . JT^^,, = (mod. /i) 

les congruences propres ä donner les racines des differents ordres 
mn^ , mi?2 ? • • • fn: la congraence qui donnera les racines de Vordre 
fn, et rien que les racines de cet ordre, sera 

(mn, )»-^*(m»»,) ••• ''^(mii) 

La delermination des congruences, propres a donner Ies racines d^on 
nombre premier fi de tel ordre qu*on vondra, ne saurait actnellement presenter 
de difficnlles. 



-X(m) = -p ^-^ — p — = (mod.ju). 



§. 9. 

Si noas considerons le nombre 1, il est evident qn^en l'elevant sac- 
cessivement aux differentos puissances 1, 2, 3, ... fx — 2, il donnera naissance 
a une periode d^un seoi tcrme, et par suite ce nombre est nne racine de 
l'ordre ii — 1. II est d^ailleurs aise de reconnaltre que ce nombre est la seule 
racine de cet ordre ^ de sorte que la congruence 

-X^-i) = X — 1 ^ (mod. ^) 

esl la congruence propre a donner toutes les racines. et rien que les racines 
de Tordre u — \. 
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Si actaellement noas representons par 2'^o'A'f 1 le nombre premier /i; 
m el 9 elant des nombres enliera, a an nombre premier, et A un nombre 
impair quelconque^ nous aurons en vertu du tbeoreme precedent: 

-^/^-i\== T = j" = «F 4- 1 £= (mod. li). 

jr.„_ix= -5k ? = ;^ — riTT TT = ar^+l ^0 fmod.u), 

(iLJ.) Aij^JC^^t) (x-|-l)(x— i) ' ^ '^^^ 

^(J^) = JT^^^Jr^Zi) -*-(/-!) ^ (x^+lMx+i)(x--l) = ^'+* -^ (mod.^), 



» — 1 JT» --1 



jf ;-_ 

= a;*""* + 1=0 (mod. fi). 
Remarquons qae la valeur de ^/^.i\ pourrait £tre döduite de la valeur de 

X. ^^1 V = j:--f 1 ^ (mod./i), 

en mettant siroplement 2:^ a la place de x. II en est de mdme des valeors de 

En faisant nsage de cette remarqne, nons tronverons, en continnant rappiica- 
tion de notre tbeoreme, la snite des congruencea 

X,-_ix = -p ^ ^ (mod.u). 



•»-t 



"(^) -^(.^)'«-(f^)-»(^) 



-I- ^ (med. ^) , 



1.« 



^«-•■'-t. t 
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Et eB continoant ainsi pour tous les facteurs de h, on arrivera a delermiDer 
toQles las congruences qai donnent les racines de tel ordre qo^on voadra. 

§. 10. 
Si Doas appelons racines impaires, les racines d^on nombre premier 
fi dont Tordre est un nombre impair, et racines pairee celles dont Pordre est 
nn nombre pair, nous pourrons dire: 

Thöoröme V. hes raeinee hnpahree dun nombre pretnier /i 
$ont les racines äs la congruence 

jjK^-o^l = (mod./i), 

et les radnes pmres celles de la congruence 

a?KAi-i)_i = (mod..a> 

En supposant en effet /i = 3"*A (k dtant un nombre impair), nous 
aorons en verta du paragraphe pr6cedent qae les racines de l^ordre k seront 
les soinlions de la congmence 

0?' -{-1^=0 (mod..a). 

Si, dans cetle congruence, a la place de x, nons meltons a^, noos 
anrons en vertu du th^oreme IV, une congruence qui contiendra les radnes 
de tous les ordres qu'on obtient en multipliant 1 par tous les diviseurs de A; 
on en d^antres termes, toutes les racines impaires* Cette nouvelle congruence est 

^f-^^1 = a?*^">4.1 = (mod..a). 

Corome en vertu du Theoreme de b\rtnat on seit que la congruence 
ay-»-.1 = (x*^-*>4- l)(ar*^-'>-l) = (mod.^) 
contient les racines des differents ordres de ju^ il faut que la congruence 

x*c^i) — 1=0 (mod. fi) 
contienne toules les racines d*on ordre pair. 

On reconnallra semblablement que toutes les racines d*un ordre 2^k 
(k elant un nombre impair) sont donnies par la congruence 

j?*^ +1 = (mod«ii£). 
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§. 11. 
Si Ton examine avec aoin de quelle maniere en verta da theoreme (IV.) 
on peut dedaire de la congraence 

x^2m) = (mod.u) 

Celle -ci: 

x^„y = (mod.)ti), 

on en conclura aar lea racines paires et impaires le theoreme suivant. 

Theoreme VI. i!Mätantunnombrepremieräelaforme2'^k'\-i^ 
et X et z deux nombres entiers gm satisfofU ä la congmence 

ar«r-|-l ^ (mod.^): 

1^ Si Vun des deux nombres x ou z est une racine de fi d*mn 
ordre marque par 2*" k, Pautre sera une racine paire ou impmre^ mms 
seulement ffun ordre marque par 2'^^^k; 

2^ Si Vun des deux nombres x ou z est une racine de ju d^un 
ordre pair ou impair marque' par 2'^^^'k (k' > 1)^ Pautre sera 
igatetnent une racine paire ou impair e du mSme ordre. 

Faisons remarqoer qae si fi est de la forme 4n-|-3, anqoel cas ms= 1, 
en resolvant la congruence 

ar«-f 1 ^ (mod*/i), 

on oblient ponr la valeur de Tun dea deux nombres une racine impaire, et 
ponr Tantre nne racine paire d^un ordre double. 

§. 12. 
Si nous appelons racines conjuguees deux racines dont le produit est 
congra a Tanile, et si nous designons sous le nom de racines compiAnentaires, 
deux racines dont la somme est congrue a söro, nous ponrrons itablir lea 
tb6oremes suivants. 

Th6oreme VIL Les racines confuguees sont toufours du mäne 
ordre, quel que soil le nombre premier fi auquel elles aypartiennmU. 
En effet, en ppsant 

xy—i ^ Qmoi./i)^ 
et en dösignant par a une racine primitive de fi, les valenra x^eT, ytszoT"^"^ 
seront des Solutions de cette congruence. Or lea ordrea des radiies ^ et ^ 
seront egaux aux plus grands communs diviseurs entre iti— 1 et n^ f», — 1 el 
/t — n — 1, et comme il est Evident que cea plus grands communs diviaeira 
sont ^nx, ces racines sont du mime ordre. 

40* 
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Theoreme VIII. Si fi est un nombre pr emier de ia forme 
4m4~l^ ^ radnes complementaires seront lautes deux hnpahres ou 
toutes deux patres. Si elles sant impaires, elles sont du mime ordre; 
si elles sont patres, elles peuvent itre, soit dti mime ordre, sott d^un 
ordre different d'un multiple 2". 

Si fi est un nombre pr emier de la fonne 4//i-f 3, les radnes 
complementaires seront, Vune d'un ordre impair, Cautre d^un ordre 
pair, d^un degre double de celui de la premiere. 

La demonstration de ce Theoreme est trop simple pour quMl soit ne- 
cessaire de nous y arröter; il est une consequence des theoremes (VI. et VII.). 

Theoreme IX. Le nombre 2 est racine impaire de tout nombre 
premier (.i de la forme 8n + 3, et racine pmre de tout nombre pre^ 
näer fi de la forme Sn+l. 

Ce theoreme est le möme. que celoi qu'a dömontre Legendre dans sa 
theorie des nombres (parag. 148). 

§. 13. 
Probleme. Determiner si le nombre premier a est une racine 
paire, ou une racine impaire du nombre pretmer fi. 

Si Ton coonaissait les racines paires et impaires d'un nombre premier a^ 
on pourrait aisement determiner, si a est racine paire ou impaire d^un autre 
nombre premier /u; car en divisant // par a, et en d^signant par r le reste 
de la division, on aura par la loi de reciprocile de Legendre qne: 

Si fi et a ne sont pas tous les deux de la forme 4n>|-3: si r est 
racine paire ou impaire de a, a lui^mime sera une racine paire ou im^ 
paire de fx. 

Si fi et a sont tous deux de la forme 4 n -|- 3 : si r est racine paire 
ou impaire de a, a lui-mSme sera, au contraire, racine impaire ou 
paire de fi. 

Si nons snpposons a = 3 : 1 sera racine paire, et 2 racine impaire; pär 
conseqaent, si fi est des deux formes 



3»-f 1 


et 


.4«+l, 


3 est racine paire, 


3n-f2 


et 


4w-fl, 


3 est racine impaire, 


3ii + l 


et 


4n + 3, 


3 est racine impaire. 


3»-j-2 


et 


4n+3, 


3 est racine paire. 


11 resalte de lä que: 
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Theoreme X. d) Le nombre 3 sera racine paire de taut nombre 
pr emier fi de la forme 12u+l, et racine impaire de loul nombre 
pr emier de la forme 12ii + 5. 

Si noQS faisoDs o =: 5 : 1 et 4 seront racines paires, et 2 et 3 racines 
inipaires. Le m£me raisonoement nous conduira ä admettre que 

6) Le nombre 5 sera racine paire de iout nombre premier /m 
de la forme lOit + l^ et racine impaire de tout nombre premier de 
la forme 10ii + 3, 

Si nous faisons successivement a = 7, a=ll, a=13, etc., nous 
trouverons, en suivant la mdine marche que 

c) Le nombre 7 sera racine paire de tout nombre premier de 
la forme 28n + l^ ou 26ii + 3, ou 28n + 9; et racine impaire de tout 
nofnbre premier de la forme 28n±5, on 28ii+ 11, oyt 28» ±13. 

if ) Le nombre 1 1 sera racine paire de tout nombre premier de 
la forme 44n + l, ou 44n + 5, oii44n+7, ou 44« + 9; ou 44/1+19, 
et racine impaire de tout nombre premier de la forme 44ti + 3, ou 
44ii±13, ou 44»±15, ou 44»±17, ou 44ii±21. 

Et generaiement: Le nombre premier p, est racine paire de tout 
nombre premier fi dont les formes sont donnees par une certaine 
suite 4an + a, ou Aan + b, ou etc., et racine impaire de tout nombre 
premier /lc dont les formes sont donnees par une suite 4an±a', ou 
4an±b\ ou etc. 

Permi les formes de fi qui donnenl a pour racine paire, on trouvera 
constamment la forme 2an±k^, et il est facile de faire voir que cela arrivera 
constamment. Si, en elTet, on suppose fi^=^Aan-\'k^, et qu^on applique la loi 
de reciprocile, on trouve que a est racine paire ou impaire de ijl, selon 
que k^ est racine paire ou impaire de a: par suite a est racine paire de fju, 
car fi est de la forme 4ii-f 1. 

Si de plus on remarque que les nombres premiers qui repondent aux 
deux formes Aan±k^, ont a la fois a pour racine paire ou impaire, on pourra 
6noDcer le theoreme suivant. 

Theoreme XI. Si ia est un nombre premier, tet qu'en y ajou- 
tant ou retranchant 1^, le resultat est dicisible par 4: tout nombre 
premier different de 2, qui divise fexpression fi + l^, est une racine 
paire du nombre premier fi. 
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§. 14. 
Noos poQvons, comme cons6quence des tbeoremes pronves dans le 
paragraphe pr^edent^ diablir le tb^oreme suivant. 

Tböoreme XIL (a et a etant deux nombres premiere, et qu'en 
dwisant fi par Aa, an ohtient un reste r poeüif au negatif, tel que 
2a — r soit egalement un nomhre premier vi 

V Si a est de la forme 4n-|- 1^ a eera une racine paire ou tm- 
paire de fi, sehn qu*ü sera lui-mime une racme paire ou impaire de r. 

2^ Si a est de la forme 4n-|-3, a sera une racme paire ou w^ 
paire de /i, selon qu'il sera luirmime une racine impaire ou paire de v. 



II. 

Soit fi nn nombre premier qoelconque^ et proposons-nons de r^oodre 
la GODgmence 

f\Pf\ Qr\ R = o (iDod. iu). 

Si Ton fait disparaltre le second ternie de cette coogroence, eD poMot 

y =i x—^P (mod.iu), 

on poarra, en dösignant par p el q des nombres entiers qoelcooqoes, la mettre 
sous la forme 

(1.) Jc^'\'SpX'\'2q = (moi. fi). 

Si Ton pose, ponr abr^er: 

A = h-V'\^i(9'+P')l (mod,^), 
les valeors de x qui satisfont k la congraence (!•), seront donoies par les 
expressioos analytlqoes : 

(2,) x' = A—-^ (mod. ^), 

(30 X" = _4(j_A)_|(^4.^)y.3 (mod.A^), 

(4.) x^" = - i(j_i)_i(44.^)|^-3 (mod. fO. 
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Cela posi, noas allons examiner quelles sont les congruences pour 
lesqoelles ces expressions ont one valenr rationnelle oq irralionnelte, et re- 
chercher, sous queiles formes il convient de les mettre poar en caiculer les 
valears, daob le cas de la premiere de ces alternatives. 

Noas distinguerons ici Irois cas; selon qae la quantite V^-f /^ 9^' entre 
dans Texpression de ^^ satisfait a Tune oa ä Tautre des trois congraences 
soivanfes ; 

(y»+;^)*0-i) = 1 (mod-/0, 

(y'+/^)*^''^ = —1 (mod-A*). 

§. 2. 
Theoreme L Si les nambres p et q qui entrent dans la am-- 
gruence proposee 

ic^^3/ix4-2y ^ (mod.^) 
sont tele que Fan ait: 

(1.) ^-fi^' = (mod,^), 

la cangruence proposee admettra trois racmes rationnelles, dont deua: 
seront egales entr^elles. 

Cetle proposilion est evidente si Ton remarque qne Ton a identiqnement, 
en verln de la congraence (!•)• 



fl*oA il risalte 



P 

x^ = +2-J (mod./*), 
x" = — A (mod.;(), 

a?"' = - ± (mod. ju). 

Cm rdsaltato poorraient d'ailienra se dödoire des expressions analytiqaes 
(3, 3 et 4.)) en tenant compte de la con^aence (1.) de ee paragraphe. 

$. 3. 
Theoreme II. Si ft est nn nombre premier de la forme 6»— 1, 
et H p et q sont deux nombres teh que Fon aitt 
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la congruence proposee 

nadmettra qu'une seule racine rationnelle y donnee par la formule 

M representant la partie du devehppement de l'expre$sum 
qui ne contient pas ^(q^ -f - p^) en facteur, c'esl a dire : 

Puisqu'on n ia congruence 

(y^4-fiy^"-*> = 1 (mod./i), 
on pourra toujours tronver une valeur de ^^ teile qoe 

s = i{q''-\-p') (mod./i), 
et la valeur de x' doonee par la congruence (2. §. l.)« sera 

X* ^ y(^ — q)— T^ — Tmod, fx). 

A'-q) 

Si maintenant on remarque que ^ est de la forme Gn — 1: /i—i aera 

3 

premier avec 3, et en vertu d'un theoreme connu^ Pexpression ^{s — q) sera 
rationnelle; par suite ia valeur de x' le sera, et la congruence propos^ ad- 
mettra cetle valeur comme racine rationnelle. 

Quant aux deux autres valeurs x" et x'" de x, il est facile de voir 
qu^elles aont irrationneiles ; car elles se coroposent d^une premiere partie 

— i|y(« — q) — 1 — - — I qui est rationnelle; plus d^une seconde partie, dont 
L V(s-q)] 

Tun des facteurs f^— 3 est toujours irrationnel (vu la forme du nombre preouer /i) 
et dont Paulre 4 i/(s — y) -f g — - — est rationneL 

V{s-q) 

Pour exprimer la valeur de x' en fonctioo rationnelle des doöflitieiits 
de la congruence proposee et du nombre premier /i: remarquons qu^en reabl«» 
vant la congruence (2. §.1.) par rapport a J^ on obtient: 

24 = 2fl- q + yif^p^)] = x'.±y(ar^ + 4p) (rood-A^). 
Llevanl a Ia puissance fi-j-i^^ßn lea deox membres de cette coogmeDea, es 
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remarqoanl que: 

x'^ ~ 1 (mod./i), 

(ar'^-f-4/i:»^^-*' = 1 (mod.^), 
et en rejetant les maltiples de /m, on troave: 

qu^on peat ecrire: 

Changeant le signe de }K^-\-/^)i ce qni ne change pas la valenr de x\ on a: 

Addilionnant ces deax congruences, on en tire: 

x" + 2/» = i-q-\-M+l^)T + l-9-}fi9'+F')T (mod./»). 
En posant, poar abreger, 

neos aoroos 

x'^ = 2(M—p) (mod.;i), 

cette valeor de x'^, mise dans la coogroence propos^e, donne 

Theoreme III. <SV ju m< un nambre premier de la fi^rme 6ii-f 1, 
et si p et q sonl deux nombres tele que ton aü: 

(^t^-^)«^-« = 1 (mod.^), 

la amgruenee proposee 

x^-\' 3px -f 2 f ^ (mod. fi) 

admettra trois racines ratiannellee, ou n'en admettra aueune, eehn 
que la congruenee 

(1.) i-q^ii^WT^"^ («nod.Ai) 
sera satte faite, ou ne le sera pas. 

Si la quantitö — q '\' }f(q^ -{- p^) est one racioe do oombre premier fi, 
d'un ordre dont l'indice soit multiple de 3, cette valeor satisfera a la con- 
gmence (1.); comme le d6montre le theoreme de Fermat, et la valeor, 

(2.) A = ii- <lHi4'i P^n (mod. A»), 

Cr.lle*t Jooraal f. d. M. Bd. XLY. Htfti. 41 
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sera, eo vertu d'un thöoreme connu, ane qoantile rationnelle qui admettra trois 
valeurs. En d^signanl ces trois valears par A, Al^ et Ä^\ noos aurons, corome 
racines de la congraence proposee: 

x' = A' —^ (mod./i), 

(3.) ^x" = A" — -^ (mod.;i), 

^-=^-^^ (mod.Ai), 

ou bien, en dösignant par A one qoelconque de ces trois valeurs, les exprea- 
sioDS de x\ x", x'", donnees dans le (§. 1.); car y^— 3 est, par la forme do 
Qombre premier /u^ une quantit^ rationnelle. 

Reciproquement, si p ei q sont tels que la congrnence (1.) seit satis- 
faite, ia congruence proposee admettra trois Solutions. 

En effet, on deduit des congruences (1. et 2.)-* 

j/'-i = l (mod.ju): 

congruence qui montre que A est une quantiti rationnelle, et par suite qae 
les valeurs de x^, x^' et x'" donnöes (§, 1.) sont rationnelles ; car y^-*3 Teat 
6galement. 

8i la quantit^ — 9 ~f )^(9^ "f f^) ®^^ ^^^ racine do nombre premier /a, 
d'un ordre dont Tindi^e seit premier avec 3: cette valeur ne satisfera point 
a la congruence (!.)• De plus, les trois racines x', x" et x'" seront irration- 
nellea; comme nous allons le reconnaltre. En effet, la quantite — f^fV^Cf^'f |^) 
^tant une racine du nombre premier fi dont Tindice est premier avec 3, la 
valeur de 

A = ^[-y-f y^,y + ;^)] (mod. |ii) 

sera irrationndle , conformement a un thöoreme connn; et par aoite b valeur 

x' ^ A — -^ (mod. jti), 

ne saurait devenir rationnelle que dans le cas oü les parties irrationnellea de 
A et de -^ seraient egales entr'elles et ou Ton aurait: 

A ^ y +1^« (mod./i), 
;j-= / + y« (mod.iu); 
y, y ei z representant des quanlitös rationnelles. 
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II resolto de ces deuz coDgrnences: 

P — yY = (r+/)/« + >^«' (mod.^). 
Maltipliant cette congroence par ^z, on trouve 

— z = —{p — yy')fz'\'(y^y)iz^ (mod./i). 
filiminant yfz^ enlre ces deox deraicres congroenoes, oo obtienl: 

Or Celle derniere congnience est absurde, car eile doooe poar yz atie valenr 
ralionnelle: la yaleor de x' est dooc irrationnelle. 

On ne sanrail objecter qne le nomdratear et le döoominateQr peQTent 
ötre congro i zero daos la congroence (a.)i car alors il en rdsolterait 

y-^-y = yz (mod.iii); 
ce qa*on ne sanrait admettre. 

Qaant aux denx aotres valenrs de or^ x'' et x^'^, il est factie de d^ 
montrer qu^elles sont igaleident irrationnelles. 

En effet, en posant ponr abreger z^ —1'\'Tfi^'^P^)^ H Mt fädle de 

voir qne Texpression ^—^ p^ot se mettre sous la forme yar-f Ays^ k itant 

un coSfficient rationnel, et ponr que x" seit rationnelle, il faot qoa Ton ait 
simultanement: 

-4 — 4 = iz4'kye (mod./i), 

y itont une qoantitö rationnelle. 

äl^vant les deaz membres de ees oongraences an earrö, et ölfoiiiuiBt A, 
on obtient: 

(2ky -\- 4) 5^«» -f (4*»« ■\-2y)^9-\-i2p:\-8kz-\-y* = (mod. fi). 
Maltipliant eelte congroence par ^x, on a: 

(4Ä»« -f 2>-) V«' + (1 3;» + 8*« + y*) f « + (2*r + 4) « = O (nod. /»). 
£liminant y** entre ee« deox congmencet, on troaire! 

Or oetia demiira congmanoe aat imposslUa, poisqv^Ua doMa fNNtr fm ma 
iraleor ratioonalla; la talenr da a?^ ast dorn imllomalla. 

41 • 
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II ne saurait arriver qoe le nomerateor et le denominateor fussent 
congrus a zero, car alors on aorait: 

A = ^hy^i (mod./i); 

ce qu^on ne saurait admettre, a rooins qae le noroöratear et le ddnominateor 
ne fassent encore congrus a sero, aaquel cas nons aurions 

y « = 4" (mod.iU); 
ce qo'on ne peal admettre. 

Le möme raisonnement ponrrait s^appliquer a x"* seniement. An liea 

des congruences (6.) 9 U Faudrait consid^rer les deux snivantes: 

ff * * 

ii — -^ ^ yz^kyz^ (mod./ei)^ 

y-3(-4-f -J) = y-"^z-kie (raod.Ai). 

Röciproquement, si la congruence (1.) n*est pas satisfaite, la congruence pro* 
pos^e n^admet ancnne racine rationnelle. 

En effet, si la congruence admettait une racine rationnelle, la quanlite A 
devrail ötre ralionnelle; car si celte quantitö ne Tötalt pas, les trois radnes 
seraient irrationnelles ; comme nous venons de le reconnaltre. Or si il est 
rationnelle, on a: 

Af'^ = 1 (mod./0, 
et par suite: 

i-9H(9'-¥l^)f' = 1 (mod.A»). 
Hais, par hypothese, cette congruence n^est point satisfaite : la congruence pro* 
posöe ne pant donc admettre aucune racine rationnelle. 

§. 5. 

La ditermioatiQii des raeioes de la eongroenee proposöe est biea simple 
dans le eas qai nons occope, pnisquMI sufflt de ealeoler les Irois valenrs A*, 
A" et A'" de la qaanUtö 

A = y[-y + y(y»4.;,»)] (mod.Ai); 

et les trois radnes seront donnöes par les formnles (3.) du paragraphe pri-* 
cedent, ou par les formules (2, 3 et 4.) du paragraphe 1, en prenant po«r 
A Tune quelconque de ces Irois valenrs. 
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Ce procid^ a TinconvÖDient de ne pas donner Texpression des racines 
en foDCtioos ratioDoelles des coöf&cients de la congruence proposee et da nombre 
prämier fi. En nous appliqaant a cetle determinalion, noos ayons pu facilement 
y arriver lorsqne le nombre premier ;i avoit Tone des deox formes 18»i-f7 
et 18m4-13; nous avons, ao contraire, reconnu qo'ii fallail distingoer plusieurs 
cas lorsque fi dtait de la Forme 18m -|-1« Aossi, poor ne pas donner a ce 
memoire trop d^elendue, nons nons contenterons d^exposer la marche a snivre 
dans les deux premiers cas. Pönr le cas ou /e = 18iii-j-l, nous examinerons 
les cas ou ce nombre premier n^est pas en möme temps de la forme 54^4-1 ; 
il sera facile au lectenr de suppleer a Tomission que nous ferons par des 
consid6rations analogues ä celies dans lesquelles nons allons enlrer. 

Nous devons faire observer ici que nous n^avons point cherchö a ex- 
primer les trois racines d^une möme congruence en fonctions rationelles des 
coifficients du nombre premier, mais seulement Tune d^elles; en second lieu 
nons avons regard6 les expressions y^— 3, yp, yp^ etc. comme rationnelles, 
lorsqull itait reconnu que ces expressions Tötaient. 

Theoreme IV. Si le nombre premier fi^== 6 n'\'i est egalement 
de la forme 18iii-f 7, et ei la congruence propoeie 

a^'\'^px^2q ^ (mod. /i), 

dans laquelle p et q sont tele que ton a 

(y'+Z^)*^^ = 1 (mod 7t), 

aimet troie racines rationnellee : ces trois racines senmt donmees par 

les formales 

a^ =^ 2M (mod. iu), 

x" = —M-\-yi-Z(JU^p)^ imoi.fi), 

x^' = -M—yi^3(3P^py] (mod.^); 

ilf representant la partie du developpement de Fespression 

gui ne contient pas i(jf'\-p^) en facteur; c'est^dire: 

En vertu de la congruence (1. §. 4.) et de la forme du nombre pre- 
mier lA, on a: 
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Extrayant la racine troisieme des denx nombrea, et poaant, pour abröger: 

noas aarons: 

C-y+lV + P')]* = M-\.Ny(f-\.p*) (mod./*). 
Changeant le signe de ^Cv^-fF*)) ^^ oblient 

Additionnant ces deox congruences, on obtient 

x' ^ 2M (mod. fi) , 
eo remarquant que 

x' = i-qd.y(^f^y^)jf^i-^^y^g^^pS)^i (mod-Ai). 

Les valears de x" et x'" s^obtiennent facilement en divisanl le pfamief 
membre de la congrneoce proposie par x — 2M, ce qol doone ponr qootielil^ 
x'^'\-2Mx'\'Sp-\-4JH^: quantile qai, congrue a sero, donoe: 

X = — il!f+|/[_3(ilf'-fp)] (mod.^). 

§• 7. 
Theoreme V. Si le nambre premier fis^Qn-^ 1 est ^alemeni 
de la forme ISm-f 13, et si la amgruenee proposie 

x^'\-3px'\'2^ ^ (mod. /i), 

dans laqaeUe p et q sant tele que ton a: 

(y»4-p»)«'-'> == 1 (mod./*), 

admet trois solutums ratumnelles : les trois raeines de eette eon^ 
gruente serant donnees par les formales 

en posant, pour abreger: 

En verto de la coogroence (1. §. 4.) et de la forme do nombre pre* 
mier fi, on b: 
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Extrayant la racioo troisieme des deox nombres, et posant, poar abreger: 

OD trouve 

[-<l-^M-]rP')\^ = ^^^^^^,^^,^ (mod.A»). 
Od voit ainsi qoe Texpression 

est Tnoe des Irois vaieurs do radical cubique [— 94~}^(9^4'l'')]^9 P^^ ^^^ 
sequeot Tane des racioes de la coogruence proposie sera: 

De la coDDaissance de cette racine on poarrait dödoire les deox autres, mais 
il est plos simple de remarquer qa^en cbangeant le signe de }^(9^-f l'') dans 
la coogrueoce (1. §• ^O^ ^Q >• 

d'oü Tod döduit par on raisonnemeot analogoe an pröetdent ia racioe 

Cooime d'ailleurs oo sait quo 

x''' = —(x' + ar") (mod./i), 
il en resultera: 

*'" = 2ilf(;» + ^)(mod./»), 

en remarquant que 

SP — iV* {(f J^p^) = ^ p"^^^ (med. fi)- 

§. 8. 
Nous avons vu (§. 4.) qae lorsqae fi est un nombre premier de la 
forme ßn-^-i^ p e\ q 6tant deux nombres tels qoe 

if+P'f'^'' = 1 (mod./i), 
la eongroence 

j:*-}-3;t>x-f2y ^ (moi./i) 

admettait trois racines rationnelles, lorsque la eongmence de condition: 

l-9i-lf(f-\-p')T ^i (mod-A») 
etait salisfaite. 
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Si nous admettons que fA soit de la forme 18//i-f 1, noas aurons 
2n = 67/i^ et par consequent: 

(1.) [.-q-\-MW)'t = 1 (mod.^). 
Or, si l'on remarqae qo'en dösignant par r Tune quelconqoe des racines pri- 
mitives de u, on a pour les trois racines de Tunite: 

y^'l ^ 1 (mod./i), 

{^1 = r+i^/^-i) = _^^.^y^«3 (mod.^), 

V^l = r-*<^-'> = — i— iy-3 (mod.^), 

il en resultera que si la congruence proposee admet trois Solutions, nous aurons 
Tune des trois congruences 

\.-1-\-nf^^p')T = 1 (mod./*), 

i-9 + y<f+P')f'' = r-i<^->= -i-iY-a (mod./*). 
Cela pose, noas pourrons itablir les theorime» suivants: 

I. Si le nomhre premier /* = 18m -{-l egt egaUment de la forwte 
54 Ar -|- 19, et ei la congruenee propoeee 

j?-\-Zpx-\-%ii = (mod./»), 
dan» kujueUe p et q eont tele que fon a: 

i-q-\^iWW)T = 1 (mod./*) 

admet tune raeinee rationneUee: Fune de cee raciriee seta dmmi» 
par la formale 

IL Si le mpmbre premier fi ==? ISm-f 1 est egalemetU 4e Im 
forme 54Ar-f 19, et si la congruence propoeee 

a?*-f 3jrx-f2y = (mod.ju), 
dans laqueUe p et q sont tele que Von a: 

'q'^-p'f^"' = 1 (mod./*), 

[-y+y'Cy'+p')/" = ^^'^'' ("»od.,«), 

admet troie raeittee ratvmnellee: Fane de cee raeinee eera dornte« 
par la formale 

^- r±40.-.) ''[_,+^(,,.+^.)3«+t (.«»Od./»). 
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IIL Si le nambre premier fi = 18m-f 1 est efiUemstU de ta 
forme 54 Ar -f- 37, et si la cangruence proposee 

x^-{^Spx^2q = (mod.fi), 

dans laqueUe p et q sont tets que fon a: 

(q'+p'f'"''^ 1 (iiiod.Ai), 
i-V + lfif + P')}"^ = 1 (modAi), 
admet trais racmes ratianneUes: fune de ces raeines sera dannee 
par la formule 

IV. Si le nambre premier /i=:18iii-f 1 est egalement de la 
forme 54 Ar -f 37, et si la congruence proposee 

^'\'dpx-{'2q ^ (mod.jti), 

dans laquelle p et q sont tele que Von a: 

(VH/»')*^"" = 1 (inod./i), 
[-9 + y(^+P')r = ^^-'' ("Od,;*), 
admet trttis raeine» ratiotmeUe»: l'une de ces raemee $era donnee 
par la formiile 

Les demonstralions de ces theoremes sont analogaes i celles des 
Iheoremes precedents, et oe preseotent aacone difficoltö. D^aotre part, il est 
facile de determiner les deux aolres raeines de chaqae congraence par la 
connaissance de Tone d'eiles. 

Dans le cas oü le nombre premier /i=18m-f 1 serait anssi de la 
forme 54Ar-|-l, la congraence de condition (1.) deviendrait: 

i-9+y(9'+P')f' ^ i (mod.^), 
et il serait facile d^ötablir des theoremes analogaes anx pröc6dents, en consi- 
derani les neof raeines neovieroes de Tonite; et ainsi de snite» 

Lemme I. Quel que soit le nombre premier fi: si la congraence 

x^'\'3px'\-2q = (mod./i) 
adinet des raeines ralionneUes, eUe en admettra, ane seule, ou trois. 

CreUe*a Jovaal f. d. M. Bd. XLV. Heft 4. 43 
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Remarqaons en effet que si deux racines de cette coogruence elaient 
ralionnelles, comme la somme des Irois racines est congrne a sero: tootes les 
trois devraient Tölre. 

Lemme IL Si /m est un nombre premier guelconque, h un 
nombre tel que l'on ait 

ä4(/-i) = _i (mod./t), 

en designant par a, r et s des quantUes ratiormelles quelcanques: 
fexpression 

(1.) Af = .,.|f + ^ (inod.A*), 

dans taquelle est 

M = yCrt + j/*) (mod./i), 
ne peut etre rationntlle qu'autant qu'(m a la relation 

(2.) .V ]/(«*— 6) — r = (mod.^). 

En eiTet, si iV est ralionnelle, on doit avoir par le Iheoreme de Fertnat: 

iV"-' = 1 (mod./i), 
et par conseqnent 

MalHpliant les deux membres de cetle congruence par s]ld-\- -^^ et remarquant que 

(sm + ff = ,^M^+ ^ (mod. II) , 

sf" ^ s (mod. ^a), 

rf* ^ r (mod. /i), 
nous oblfendrons: 

(3.) sHT" + r = sMf-^ ' + rM^-* (mod. /i). 

Mais en ^levant les deux membres de la congruence 

M = i(a'\-]/h) (mod./i) 

k la puissance fi, en supprimant les multiples de fi et en tenant compte de 
la relation 

jka^-i) = _i (mod./Ov 
on oblient: 

iW = y(a— }/*) (mod.^); 
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par consequent nous aurons 

S 

Ces valeurs, mises dans la congroence (3.) 9 donnent 

[s'^(^(^ — b) — r]M} = s'^{{a^ — b)^] — /^(,^-b) (mod.^), 
ce que i'on peut ecrire sous la forme 

{s fyä" — b) — r] [M^ — J/(fl^ — A)] = (mod. fi) , 
si nous remarquons qoe Ton ne peut pas poser 

M^ = iiä' — b) (mod.^); 



cur ii en resulterait 



|/A ^ (mod. fi) : 



congruence absurde, puisqu'elle donne pour ^b ane valeur rationnelle; ce 

qui par liypothese ne peut dtre admis, b etant tel que . 

iandis qu^il faudroit que Ton oit 

3 

S]/(ä^ — b) — r =^ (mod. /i). 

§. 10. 

Theoreme VI. Si fi est un nombre premier de la forme 611 -f I1 
et si p et q sont deux nombres tels que ton ait 

la congruence 

x^ '\-^px-\-2q ^ (mod. ^) 

ne pourra admettre plus d'une racine rationnelle. 

En vertu du iemme L, cette proposition sera demontree si nous prouvoos 
que les trois racines ne peuvent ötre rationnelles. Si les trois racines x^, 
x" et x'" sont rationnelles, la valeur de Texpression 
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le sera. Comme d^äillears )/— 3 est ooe quanliti ratioooelle, puisque /i est de 
la forme 6ii-f 1; il est nicessaire (vo les valears de x' et x"^ qoe lexpression 

seil egalement rationoelle. 

Or il est facile de demootrer qae cette expressioo oe Test pas, quelle 
qoe seit la forme du nombre premier fi. II sufBt pour cela de faire dans 
la eongruence (2.) du paragraphe precedent: 

a ^ — q (moA. fi)^ 

h ^ y^-f ^* (mod. ju), 

« ^ 1 (mod./x)) 

r ^ p {moA. fi)^ 

et nous aurons: 

— 2/9^0 (mod. ^): 

eongruence qu^on ne peut admettre; car il en risnilera p^O^ et la quantite 
i[^-\t^) ne serait plus irrationnelle. 

§. 11- 
On peut arriver au möme rösultat, en remarquant que s\ x^^Xi (mod./i) 

est une racine rationnelle de la eongruence proposee, les trois meines seront 

donn6es par les expressions 

car on a 

a?'+a?''+x'" = 0, xV + xV+a?V" = 3/f, ;rW"=-y (mod./u), 

(en vertu de la relation 

arJ^-3|iT|-f 2y =z (mod./i)}. 

II rösulte de li que, comme }/— 3 esl une quantite rationnelle par la forme de 
/i = 6ii-f I9 Texpression t^[— 3(^-{-fi')] sera irrationnelle; et par suite, si ;ri 
est irralionnelle, les valears de x' et x'^ seront irrationnelles. 

§. 12. 
Theoreme VIL Si fi est un nombre premier de la fwme 611 -f-1, 
et ei p et q sont deux nombres tele que tan aU la relation 

(q'-ip')^'-'' ^-i (mod.^), 
la eongruence proposee 

x^-\3pX'{2q EH (mod.ju) 
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admetlra une solutkm ratianneUe, ou n'en admettra aucune, selam, 
ytiVii deaignant par M la partie rationneUe du developpement de 
texpressian 

la eangruence 

(2ilf-l)'(ilf+l) = -^ (mod.Ai) 

sera, ou ne sera poB satisfaUe. 

Noas tToos reconna par le theoreme pricedent que la congruence 
proposöe ne poavail admeüre qu'one seole racine, donnee par Texpression 

Ell admettant que cette yaleor de x est rationnelle, on poarra, en d^sigoant 
par A e\ B des qaenlites igalement rationnelles, poser: 

(1.) ^-y+i^c^'+r*)] = ^+Äy(?'+;^) (moA.(i), 

et il en resnltera 

(2.) ii-^-M-^f)] = A-Bi{f^p') (rood.Ai). 
De ces denx congroences on d6dait aisement: 

(3.) X ^^ 2A (mod. /i), 
(4.) A^—B\ii'-\'p') ~i —p (mod./i). 

Comme le nombre premier fi est de la forme On-f-l: en ilevant les denx 
Diembres de la congruence (1.) a la puissatice /i — 1 s=6n^ on anra: 

et en falsant, pour abreger, 

(6.) [-y+yc^-f ,,»)]'• = M-f iV^,y4;,») (mod..»), 

anqoel cas on a 

on obtient au moyen des congruences (5. et 6.): 



et par snite 
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De ces deux congraences on dedail 

(10.) iW— N^{q^-\-p^) = 1 (mod..ay, 
(11.) Mil-j-iVÄ(y^-fp^) = A (mod./^). 

Si maintenant on eiimine B ei N cntre les congruences (4. 10. ei 11.), on 
obliendra: 

(12.) 4A' ^ _2/i(ilf-f 1) (mod.^); 

e( comme par hypolhese x-:F=2A est une racine rationnelle de la congraence 
proposee, on aura 

(13.) 4^M-3p^-f y = (mod-iu). 

Eliminant A entre ces deux congruences, on tronve 

(14.) (2iW-l)^M+l) = -^ (mod./i). 

Teile est la relation qui doit exisler entre les coefficients de la con- 
gruence proposce, pour que cetle congruence puisse admeltre une Solution 
rationnelle. 

§. 13 
The rem e YIII. Si p eH un nombre premier de la forme 6n-f- 1, 
et si p et q sont deux nombres tele que Von ait la relation 

(ti' .\ yf-'' ■== -1 (mod./*); 

tandis que la congruence proposee 

x^-\ dpx-{^2q = (mod.a) 

admet une Solution rationnelle: cetle Solution sera donnee par la 
formale 

M representant la partie rationnelle du developpement de Tej?- 
pression 

par la formale du binome. 

En effet, la seule racine rationnelle de la congruence proposöe etant 

nous anrons, en vertu de la congruence (12.) du paragraphe precident: 

(1.) x' = _2^(itf-fl), 
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et par suile on a pour x les deox valeurs 

X = J^^f{-2p{M'\-\)\ (mod./i), 
X = -^{-2p{M^\)] (mod.At). 

II peot paratlre surprenant que Ton obtienne pour x deax valeurs 
ralionnelleS) egales et de signes contraires, tandis que la cougruence proposee 
ne pent admettre qu'une seule Solution. Gelte difficulte s'explique aisement si 
Ton remarque que, M conservant la möme valeur, quel que soit le signe de q, 
les deux valeurs precedenles ne sont pas loutes deux racines de la con- 
gruence proposee 

a?^+3par-{-2flr ^0 (mod./i), 

mais que Tnne de ces valeurs est une racine de cette congruence et Pautfe . 
appartient a la congruence 

x^-\-Zpx — 2q ^ (mod.^), 

a laquelie on pourrait appliquer le möme raisonnement qui nous a conduit a 
la congruence (12.) du paragraphe precedent, en changeant q en —q; ce qui 
n^altererait pas cette derniere congruence. 

Si nous voulons connaltre celle de ces deux valeurs de x qui ap- 
partient a la congruence proposee, il suffit d'eliminer x'^ entre les congruences 

x^ = -2p{M-\-\) (mod./i), 
a^'\-^px-\'2q ^ (raod. ^); 

ce qui conduit ä la Solution 

§ 14. 
On pent aassi demonlrer les deux theoremes que nous venons de 
donner, d'une maniere plus simple, en remarqnani que Ton a identiquement: 

[-*l-\-M-\:P')T = -V-i{f^-p') (mod./*). 
Par snite on troave 

= [-y+»'(yHl^)]* + [l + (-y+»^fyHr'))*^"""] («nod.|i): 
valeur qu'on peut mettre sous la forme 

X = [-^y+}/(^+p^)]*[l+^ + A^}^(^Hp')l (raod..u), 
en ayant egard a la congruence (6. $. 12.)* 
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En changeant le signe de ^{^•{'P^)^ ce qai s^altere pas la yaleor 
de X, on b: 

X = l-9-M+P')hi'\'M^Ny(f^p')] imod.fi). 
Muhipliant ces denx valears de x, et ayant ögard a la congruence (10.) da 
(§• i^)) on obtient (toute reduction faite) 

x" = _2;>(ilf-f 1) (mod,^). 

Gelte valeur de x^, mise dans la congruence propösee, donne reqoaüoa de 
condition 

(2ilf-l)*(ilf+l) = — ^ (mod.^). 

Qoaot a la valeur de x, on robtiendrait comme dans le paragraphe precödent. 

§. 15. 
Si Ton remarque que la congruence pröcödente peut se metlre sous 
la forme 

43f»-3ilf4-l-f ^ = (mod.^), 

r 

ou bien soas celle-ci: 

«3_3c+2(l + ^) = (mod./*), 

en supposant z^=2M, il en resuilera que si celte derniere congruence admet 
une Solution rationnelle, Solution qui sera donnee par 

en supposant 

(1.) ». ^ (, +i!!)- + 1. .?:^(i + ij!)'-[(, + lj.*)-_i] 

la valeur de z devra 6lre egale ä 2l!d, pour que la congruence propoaAo 

x^'\'^P'\'2q ^ (mod. /i) 

admette une Solution rationnelle. 

On voit ainsi que si la congruence proposöe admet une racine ration- 
nelle, on aura la relation 

ilfCl-2ifO = 1+-^* (mode/i), 
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M et M' etant donnees par la formule (7. §. 12.) et par la formule (1.) 
de celoi-ci. 

Reciproquemen^ si cette congruence est fetisfaile, la congruence pro- 
posee admeltra une racine, donnee par ia formule 

§. 16. 
Thooreme IX. Si /^ est un nomhre premier de la forme 6^ — 1, 
et si p et q sont deux nombres tets t/ue Von ait,: 

(f + q'f'^'' = -1 (mod./^), 
la congruence proposee: 

x^-\'SpX'-2q ^ (mod. a) 

admettra trois racines rafionnelles , ou n'en admeltra aucune. 

Si nous supposoos quo x^Xi (mod. /i) soit une Solution ralioanelle 
de ia congruence proposöe, nous pouvons facilement reconnaflre que las trois 
Solutions seront exprimees par: 

(1.) x' ^ ar, (mod. ,a). 

(2.) «" s - ix. + !H=^t£Ü („.d. rt. 

(3.) :r'" = -is,-Ü=^±£ä cmoirt; 

car, en vertu de la relation 

arJ-(-3;»ari-f 2y ^ (mod. |U), 
on a les identites: 

x'-^-x'^-^-x'" = (mod..tt), 
arV + a?V" + arV = Sp (mod.^), 

x'x"x" ^ -^2^ (mod. ^)« 

11 resulte de la que, comme — 3 est racine impaire de lout nombre promier ^ 
de la forme 6ii— 1, Texpression ^[—S{q^'\-p^)] sera rationnelle, et les trois 
racines de la congruence proposee, se composant de parties rationnelles, seront 
elles mömes rationnelles. 

§. 17. 
Theoreme X. Si in est un nombre prenMr de la forme Gte — 1, 
et si p et q sont des Mpmbres tele que fon ait la relation 

{q'-^-p')^"'' = -1 (mod.;i), 
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la congruence proposee 

x^'\3px'\^2q = (mod.a) 
adinittra trois racines rationnetles, öu n'en admettra aucune; selon^ 
qu'en designant pur M la partie rationneUe du developpement de 
Fexpression 

la congruence 

(J.) Mp^ ^ ~9 (»od.ju) 
sera satisfaite, ou ne le sera pas. 

En designant par A el B deux quanlites rationnelles , posoas: 

(1.) y[_y4-y(^4.;,^)] = Ai-By(f^p') (mod.Ai). 

li en resoit^ra 

(2.) n-9-}f(^-\-p')] = A-Biifi^p') (mod. Ai). 
De ces deax congraences on d^doit aisement: 

(3.) X = 2A (moi.fi), 
(4.) A' ^B\(fJ^p')= -p (mod. fi). 

Comme ie nombre premier ,a est de la forme 6ii— 1{ en elevant les deox 
membres de la congrnence (1.) a la puissance /i— 1, et en ayant egard ä la 
congraence (2.)9 on troovera: 

Si noQS posons, poof abreger: 

(6.) T~ q + Ar i/^'^f "' = ^+ Ni^ff^rn") (mod-/i) , 
ce qni donne 

, 2m — 1 2« — 2 2m — 3 2m — 4, «ai-t/ j i »m i /- j ^ 

+~T 2 3 4— C-^') (»+;»)+•♦• (n>o«»-f«)» 

nous aarons 

Changeant le signe de i{q^'\-p^) dans cette congmence, on obtient: 
De ces denx dernicres relaUaas on tire: 
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Eliitiinant B et N enlre la congruence (4.) et les deux dernieres, on obtient, 
toates reductioDS faites: 

(9.) 4il^ + 3p^ = Mp'' (mod.^). 

Cela pos6: si Ton admet que la congruence proposöe admette nne 
racine rationnelle, les -trois raeines seront ralionnelles en vertu du thiorime 
precedent; par consequent 2A sera une quantite rationnelle qui devra aatis- 
faire a la congruence 

x*-f 3/?a?-f 2y ^ (mod./t); 
on aura donc 

iA^A'SpA ^ —q (jaoA.fi). 

Comparant cette congruence avec celle (9.), nous aurens la relation 

Mp^ ^ — q (med. ^). 

II rdsulte de la que si cette derniere congruence est satisfaite, la quantitö 2A, 
qui est rationnelle, est racine de la congruence proposee; et par consöquent 
il existe trois raeines ralionnelles, propres a sotisfaire a la congruence donn6e. 

Si cette derniere congruence n est pas satisfaite, il est absurde de sup- 
poser que 2A seit une racine rationnelle de la congruence donnee; et par 
suite il ne saurait en exister aucune. 

§. 18. 

Pour determiner les raeines de la congruence proposee, dans le cas 
ou requation de condition (il.) du paragraphe precedent est satisfaite, on 
{>ourra avoir recours ä la congruence (4.) du mdme paragraphe, que ron 
mettra sous la forme 

A'^p = B'(f-]-p') (mod./0. 

£levant ses deux membres ä la puissance l{fi—i)^=Sn — i^ et remarquant que 

^«-2 ^ g^i ^ ^ j (mod.^), 

(y»+;,3)*^-*^ = -1 (mod./i), 
noas aorons: 

(A'-{-pf-' = —1 (mod.^). 

Developpant le premier membre de cette coagruence par la formale do bindme, 
et simplifiant le resultat ao moyen de la congruence 

4A'-\-3pA-\-q = (mod.iu), 

43* 
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on arrivera necessairement a une congruence du second degre, de la forme 

(1.) LA^ ^SA-\-T = Q (raod. /i). 
De ces deux congraences suit 

ASA^-^-iAT—Zp^A-^qL = (mod.^). 
Eliminant A^ entre ces deux congruences, on obtient: 

et par 8uile une des racines de la congro^ance proposie aera 

Les congruences (2. et 3. $.16.) delerroineroni les deux aulres ra^^ines. 

Ce procede ne donne pas Texpression des racines en fonetions ra- 
tionnelles des coerficients de la congruence proposee et du nombre premier /^. 
Nous alloBS presenter tfans les paragraphes suivonis la determinatlon des raeiibes 
sous ce point de vue, iorsque le nombre premier a Tune des deux forme« 
18i7f-f-ll et 18f/i-f 5; nos recherches ayant ete infructueuses poor le cas 
oü /U est de la forme 18//i-|-17. 

§. 19. 
Lemme. Si fi est an nombre jnremier de la fonne 6n— 1^ ei 
si la congruence 

x^-^-dpx-^iq = (mod. ^), 

iians laq Helle p et q sont tels que Von a: 

W-\p'f""' = -1 (mod..«), 
admet trois racines ration nettes , on aura: 

(«0 [- y -f |/(y' ^p^)f = -p (mod. /*% 
Remarquons d*abord que Pon a idenliqoement : 

[ - 7 + }/(v' -f P')]" = - 7 - /(?' + P') (inod. /O. 
Par suile la valeur de x: 

peul dlre ecrite: 
d^oü Ton tire: 
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En posant, pour ahreger: 

et changeant dans la congraence (1.) le signe de V^i^^-f p')f oo obtient 

(3.) ar[-y-]/(yHp')l* = [-9-}f(^-\-P'}]^-\-P- Qiil'W) ("Od. ^). 
Additionnanl les congruences (1. et 3.)) on trQuve 

Si Ton remarque d'aiitre part qae Ton a: 

il en resaltera 

(40 P ^ —p (mod./i). 

Changeant dans la congruence (2.) le signe de /(f^^H^r^^^ ^" ^ 

[-y-yWM-p'^f = P-Q(9'-]-p') imod.fi). 
Cette congruence, mullipliee par la congruence (2.) 9 donne 

P' - Q\q' +/) = p'" = p' (mod. /i.) : 
congruence qui, en vertu de ia relation (4.)) fait voir que 

= (mod. //)• 
La congraence (2.) peut donc £tre ecrite: 

l-y + y(y'+f^')r ^ -p (raod.,a); 
ce qu'il fallail demontrer. 

§.20. 
Theoreme XI. Si le nombre premier /jL = 6n —1 est egalement 
de la forme 18fit-f H^ ^t ^^ l^ congruence proposee 

x^'\'iipX'\'2q == (mod. /i), 
dans laquelle p et p sont tels que l'on a: 

WW)^'"^ -1 (mod.^*), 
admet trois racmes raiionneiies: ces troi» racmes seront donneet 
par tes formulea: 

x' = 2M\y (mod./u), 
Met N representant la partie rationnelte et le coefficient de y(y'-f f *) 
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du developpement de Fexpression [— ^r-|- v'(f'+/^)]**^^ par laformüle 
du bmome. 

Si Ton remarque qu'en vertu da lemme da paragraphe pröcödent on a: 

i—9'\'^i9'+P^)T = —P (mod-At), 
ce qae Ton peut Scrire soos la forme 

et qu'en changeant le signe de yC^-f/^)^ ^^ ^"^^ ^® möme: 
que par suite les valenrs de x; 

x"'=[-y+1^(y'+;'')]V*+iy-3)+[-y-»'(v'+l»')]V*-i}^-3)(inod./*), 
pourront ötre äcrites soas la forme 

(10 X' = ,^/»M[-<r-y(vH/^)f""' + [-y + >V + f^)i*""''l (mod.^), 
(2.) a:"= ;';,'{[_y_y(^4.p»)f''-«(_^_iy-3) 

(3.) X"'= f^»{[-y_y(^4-;,»)f "-'\_i + iv/-3) 

+ [- 9+y(^M7»')J*'"""(- 1 - iy-3)} (mod. |i*) 
en posant, pour abreger: 

d*oü risulte 

et si Tod remarqae qne n ^tant de la forme ISm-f-ll, on aara 

|!(n— 1) = 2w-|-l: 
il en rösultera: 

x' ^ %M.^j^ (modr/i), 

X" = -ip\M\l^^ii-^(,<t\fm (mod.^), 
a?'"= -;>»*[üf-iVy(-3(9»-f:^))] (med.,«). 
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§. 21. 
Theoreme XII. Si le nomhre premier fi=i6n — 1 est egale- 
ment de la forme 18m -{-5, et si la congruence proposee, 

dans laquelle p et q sont tels que Von a: 

admet trois racmes ratimneUes: ees trois racines serotU donnets 
par tes fortnules: 

x' ^ — ,~ (mod. ju), 

p{2Vp\M—\) Aq*-\-p*{2Vp*.M—i)* 

p{2^p\M—i) Aq*-\-p*(2-^p\M—i)* 

M representatU la partie ratiotmeUe du developpemetU de Pexpre»sion 

par la formule du binöme. 

Si nous remarquons qu'en vertu de TegalUe 6n— 1 £=:18m-(-5, on a: 

J(n-l) = 2m + i, 

la valenr de x', donnee par la cougruence (1.) da paragraphe pricedent, 
poorra s^ecrire: 

En faisant pour abreger: 

(t.) [_y^y(y»4.;^)]»- = i|f4-2Vy(^-|-p>) (mod.At), 

et en remarquant que 
on obliendra: 

t 

Changeant dans celie congruence le signe de ^iq^'\-p^)'i se qui n^allere pas 
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la valeur de x'^ on Irouve: 

Mullipliaut ces deux dernieres congruences membre a niembre, il en resalte: 

(2.) a'^d- ]/p'^i^y-p}/P'^'if + P'j] = ^p'iP'^''(f+P') (mod.^). 
Changeant le signe de ]^(y^-f Z'') ^^"^ I^ congraence (1.)) on a: 

(3.) [ - y - >/(7^ i p')r = iW ~ Nf^q' + p^) (mod. ,a). 
Mullipliant membre a membre les congruences (1. et 3.), on en d^dnit: 

(40 M^ - N^ {q'-\-p') = ;>«'" (mod. .u). 
Comme dViUeurs en vertu du Theoreme de Fermat on a: 

il en resultera: 

On pourra, an moyen de ces dernieres congrnences, donner & la congraence (2.) 
la forme Ires simple 

x'^{\—^p\M) = - 2p[\—p^ip.M}) (mod-jt*), 
si Ton remarqoe que 

i—pyfp.M^ = (I-Ty-M}(l + J^/^.^) (mod.fi). 
En substituant cetle valeur dans la congruence precedente, et en supprimant 
le facteur i—'^ip^.M, qui, comme nous allons le reconnaltre, ne peut ötre 
congru a zöro, nous aurons: 

;p'8 = —2p(^l + yp\M) imod.fij. 
Si Ton remarque que la congruence proposee donne 

^' ^-^r^ (mod.Ai), 
il en resulte: 

(5.) x' ^ i — 2 (mod,^). 

p(2Vp\M-i) 

Les valeurs de x" et x'" se döduisent trop simplement de la connaiasaoce 
de x'j pour quMl soit necessaire de nous y arröter. 
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Poar completer la demonstration de notre theoreme^ il nous reste a 
prouver que le factenr 1 — ip^^J^ ne peut dans aocun cas dtre congra a zero. 
En effet, en snpposant 

\''ip\M = (mod.A*), 
il en resaltera: 

üf = T- (med- fi). 

Cette valear de M, mise dans la congruenoe (4.)) donne 

JV = (mod. fi) ; 
on aara donc en verta de la congruence (1.)' 

(6.) [-y-f |/(^+p»)]*" = J- (mod./*). 
D*an antre cöte le lemme du (§. 19.) donne 

et de ces deox congraences on tire: 

y(^-f;>^) = y (mod./i): 

congruence absurde, puisque le 1' membre est irrationnel, tandis que le second 
ne Test pas. 

§. 22. 

On pourrait cralndre que la valeur de x^, donnee par la congruence (5.) 

du paragraphe pricödent, ne devint illusoire, en ce que pour certaines valenrs 

6b p et 9 son denominateur deviendrait congru a z6vo. Or il est facile de 

dtoontrer que si q n'est pas congru k sero, il n^est pas possible que Ton alt: 

2ly.M-i = (mod. iu). 

En effet, on deduit de cette congruence 

M ^ — i — fmod. u) : 
2Vp' 

cette valeur de M mise dans la congruence (4.), donne 

2Vp^ 
on aura donc en vertu de la congruence (1.): 

ip 
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Gelte coDgruence, corobinee »vec la soiTante: 

l-Vi^V'+P')]"^"" = -P (mod.jri), 
donne 

Comme par hypothese q n^est pas congru a ziro^ on a: 

coDgruence absurde. 

§. 28. 
Voici encore an thöoreme analogue aa theoreme pröcedent, et qo'on poorrait 
lui substitner pour la dötermination des racines dans la congruence prbpos^e, 
dans le cas particulier qui nous occupe. 

Theoreme XIIL Si le nombre premier fA=^ßn—i est eya- 
lement de la forme ISm-f 5, et si la congruence proposee 

a?^-f-3/>j7-j-2v = (moA. fi), 

dans Uufuelle p et q sont tels que Fon a: 

iq'+p')^-^'' ^ -1 (mod.^), 

admet trois racines rationneUes: ces raekte* »eront donniet par 
le» furmule» 

x' ^ -r— (mo4. ^), 



x" 






x'" 



Vp AM'*^pVp\ 

M' repretetUant la partie ratwnnelte que Von obtient en devetoppani 
fexpreseion 

pat ia formule du binöme. 

Si nous remarqQona fpk^en vertn de Tegalitö 6»— l=:18m«f5 on •: 

on poorra öcrire la congruence 

[-^^y(f^p^)f = -p (mod.^) 
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sous la* forme 

[-f+y'(y'+f*)r^* = -/»[-ff V(^H^)1 («od.A»). 

Extnryant la racine Iroisiöroe des deox membres, et posant, pour abr^ger: 
nons aarons Tone des coDgroences 

Quelle qne ce seit de ces congruences qoi seit salisfaite, oo en didoira, en 
changeant le signe des radicaux: 

Ed addilionoant celle des congruences (a.) qoi est satisfaite, avec la congmence 
(6.) correspoodante, le second membre ne sera aotre chose que —yp, moltipliö 
par Tone des racines de la congroence propos^e; en designani cette racine 
par x', nous adrons: 

2ilf^^ —}/p.a^ {moi.fi)^ 

et par consöqaent 

X ^ i — (mod. ,a). 

On dedait aisemenl de lä les valears de or" et x*". 

§. 24. 
Theoreme. XIV. Si fi est un nomhre premier de la forme 
18m 4-5, et si p et q sont deux nambres tels que Fan ait: 

{^'-\-p')^^'' ^ -i (mod.^), 
Mip^ £= — y (mod. ^), 

Ml representant la partie rationnelle du developpement de Fex^ 
pressian [— y^-y^(^f^^'P')]**'^^ ^^ designant par Met M' les partiee 
rationnelles des developpements des expressions [—^ 4-^(9^+/^)]*** 
et [ — ^•\-i{<l tP/\ ' **^*** üuront la congruenee 

(1.) M' = i — j-3- (med. ft). 

VpWp—'ipM) 

44* 
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Ce Ibeoreme serail evident si Too admettait que les trois valears de 
x', ar" et x'", donnees dans le paragraphe precedent, soient respectivement egales 
aüx trois valears x', x" et x'" obtennes dans le (§• 22.) ; car en egalant les 
valears de x', on obtiendrait la congmence (1.); notre tbeorenie aara donc 
Tavanlage d^elabiir cette concordance. 

Si noas considerons les congraenees 

i-9i-}f(f'-\-P')'t^" = -P (mod.^), 

et si noas remarquons que: 

JH^ - A» (9*+ P*) =p^ = -4— («nod. /u) , 

pVp 

nous obliendrons: 

[if«-f .v»(9'^-/^)+2^'^"}^(yH;»')l[^+^V(y'+f^)] = -p («od./«): 

congmence qn^on peut decomposer dans les deux saivantes: 

M''M-\-^''M(q''\-p')i•2M'^']Sl{9''J^p') = -p (mod-M). 
ilf^iV-f iV^iV (9^ +/»*)+ 2 itf'iV'ilf = OnoA.fi). 

De ces deax congraenees on tire: 

(2.) 2Jf'*+pJ^p' = —p'ip.M <mod.|u), 
et mettant dans la congraence 

a!^'\'ZpX'\'2q ^ {moA. fi) 

ponr X sa valeur i — ^ on obtient: 

Vp 

(4.) AM'^'\'^pip\M'--pq = (modO; 
eliminant M^ entre ces deax congraenees (2. et 3.), on oblient la con- 
gmence (!.)• 

Geneve, Octobre 1852. 
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24. 

Note sur les s6ries d^croissantes dont les termes 
sont altemativement positifs et n^gatifs. 

(Par Mr. Oliranmre, prof. des math. aopär. & l'acad. des sciences de Genöve.) 



Oien que les siries d^roissantes dont les termes sont altemativement 
positifs et negatifs, soient convergentes^ il arrive cependant qnelqnefois que la 
convergence est si faible que ces series ne sauraient ötre employees pour 
diterminer les valenrs approximatives des qnantites qu'elles repr^entent. 

Notre but, dans cette note, est d'exposer on proc^de fort simple, an 
moyen daquel on peat transformer ces sortes de series en d^antres, d^antant 
plns convergentes que les snites proposöes le sont moins. 

Considerons, pour cela, la sine gönörale 

(1.) S = a — *4-i?-rf+.-., 

dans iaquelle nous supposerons 

a>>A>i?>rf> etc. 

En designant par X et ,u denx quanlites qnelconqnes, faisons: 

(a.) cl =- la — tih, V = Xh — fic, c* = Xc — fid, etc., 

(4.) Il" = Xa' — fib\ *" = XV - fxc\ c" = Xc' — fid\ etc. , 

(c.) a'"=i«''-^*^ V' ^ tb'' - fid' , e^' = Xd' - iid'\ etc., 



(m.) fl<'">=W"-*>— uÄ^'"-^ JC'">=ÜC'«-'>_^'"-*>, c^'">=ic<'"-')_^c^'"-'), etc. 
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Cela posd, concevons qn'on ait calcoli la table saivante: 
Ranir, TennM aoxiliaires, 1' tenne, 2'' terme, S'*^ terme, 4**"* terme etc. 

-f + - + — •»«• 

10 a b e d etc. 



f* 



M+* 



«* ** ei* etc. 



^ä •" *" ." J" etc. 

(77+1)7'' « * «f d etc. 



• ••• •••• •■•• •••« •«• 



^^—-oc-») «("-'> »(-0 c(— t) rf{— » etc.. 



• ••• •••• •••• ••• 



dont le mode de formation des düförents termes est extr^roement simple. 

l'' Le premier rang horizonlal contient, suivant leur ordre, les dife*- 
rents . termes de la serie proposie (1.); abstraction faite de leors signes qai 
fignrent dans la ligne sup^rieure. 

2'' Le terme qoe noos avons dösigne sooa le nom de tervM ituanüaire 
dans chaqüe rang, s^obtient en multipliant par fi le premier terme da rang 
pr^dent, et en divisant le produit obtenu par /^'{-l, elevö a nne puissance 
egale au rang du terme que Ton veut former, diminui d^une unite. 

3^ Enfin, chacon des autres termes de la table se forme au moyen da 
terme immedialement au dessus, et de celui qui le suit dans le rang qui 
precede ; au moyen des relations (a^ b, .. . tn). 

§* 3. 

En substituant dans la formale (1.) pour a, b, €, etc. leors valeors 
diduites des relations (a.), nons tronverons la nouvelle serie 

En mettant dans cette formale poar a^ b\ 4/, etc. leurs valeprs didoitea des 
relations (d.), noas aurons 

C3) « = -?fT«+5rpr«'+i?Tr('"-*"+«'----'- 
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On troavera da mdme k Taida das ralationi (c.) : 

(4.) S= ^.+ 5^.' + ^^' + 5^(rf"-»"M-...,; 

al geDÖralamant 9 on pourra formar una maltiluda da sörias doot la somma 
ast egala a 8, an pranant j9 ögal a ia somma d*autant da tarmas auxiliairas 
qa^on vondra, a Ia saita dasqoels aa ^rira la saila infinia das tarmas hori- 
zontaux qoi sniveot la terma auxiliaira auquel on sVst arrdta, avec lanrs 
signas respectifs. C^asl aiosi qn^on pourra ecrire: 

(m^ Ä= ^ gX ^ a^A I ^ :«('"-2) 



En na consideranl da catla saria qoa las tarmas auxUiairas, dont la nombra 
paut ötra sapposa proloogä a Tinfini, on obtient: 

«4. 

Bn snpposaot cetta seri« eonoergente , et en y sofaMitatiit pour a'> 
ti'f a'", etc. leun Talenrs donnees per les relalions (m, i> c et<M), on obtieot: 

On trouvara da mdma au rooyan da cette ralafton: 

at da mdma: 

at ainsi da soite. 

S. 5. 

En disposant convanablemant das valeurs des quantit6s indölerminias 
l at fi, on pourra obtanir pour la transformea en tarmas auxiliairas (uil.) , una 
sirie fort convargenle; et lorsque la loi da ses (ermes sera facile a saisir, 
cetta nouvella s6ria pourra dire substiluee a la s^ria proposöa (1.) at donna 
la valaur da S avec un grand degre d'approxiroation. 
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En supposant l 



II 



a —a 



fl"_a"' = |ft". 



fj, = ^^ les relations (a, 6, c, etc. ni) donnmt: 

b —b' ==\e, c — c' =\ä, etc 

V - *" = i d, c' - c" = \d', etc 

b" — b'" = i c", d' - c'" = i rf", eto 



(('«-«>-^a(") = |Ä('^»>, 6(— ») — iC") = ^ «("-'>, c<"-*> — ct-)_^<j("-»^ etc. 



par consequent: 



b 
e 



a' 
V 



b" 



jit 



a" etc. 
V" elc. 
(/" etc. 



Dans cette bypothöse la serie (J.) peut Mre ecrite: 

Si par exemple noas considerons la Serie 

_i 1 



• • • • 



(a.) S 



* * 4- 



+ 



• • • 



»-f-3a 

nods aarons poar aa transformee en termes aaziliaires iA'J) la aerie anivanle: 

i.a , i.2.a* , 1.2.3.a* 



(*.) Ä=5^ + 



+ 



+ 



+ 



• • • 



2w » 4w(ii+a) ' 8w(w-j-a)(w+2a) ' 16w(n+a)(/»-f-2a)(w+3«) 

donl la loi de formatioii des termes est ividenle et dont II est facile de deter* 
miner la convergence en faisant le rapport d^an terme a celai qoi le precede. 

Geneve, le 10 Decembre 1852. 
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25. 

Methodus nova aequationem indeterminatam secundi 
gradus duas incognitas implicantem per nuiiieros 

integros solvendi. 



Dissertatio inaugnralis. 



(Auct. Herrn. Scheffler, Bransvicensis.) 



A rL 1. 

i^olalio aequationis generalis indetermioatae secundi gradas duas in- 
cognitas implicanlis 

(1) ax''-\-2bxy-\-cf''{2dX'\-ey^f = 

per numeros integros ad Solutionen) aequationis simplicioris 

(2) ax''\^2barf^cf' = k, 

cujus cogfficientes a, b, c, k sunt integri, reducitur. Nexum aequationum (1 
et 2) oroittentes, disquisitionem praesentem ad aeq. (2) restringimus. 

Hanc aequationem (2) illustrissimus Lagratige primus resolvit (conf. 
additamenta Lagrangiana ad Euleri Aigebram, in linguam Germanicam trans- 
lata a Kaussler, 1796). Quamquam campleta, et maxima laude digna, me- 
thodus Lagrangiana non omni respectu est perfecta: etenim non unica regula 
generalis pro diversis problematis casibus^ immo vero regula peculiaris pro 
quoque trium casuum est data, quando determinans l^—ac formae binariae 

m 

ax^ -{• 2 bxy -^^ cy^ est, aut numerus positivus non-quadratus, aut numerus ne- 
gativus, aut numerus positivus quadratus; praeterea calculus pro casu difficiliore, 
ubi determinans est numerus positivus non -quadratus et multitudo solutionum 
infinita, prolixior est, elegantia caret et (acultatis omnes incognitarum valores 
inter limites datos jacentes facile inveniendos non salis babeL 

Clarissimus Legendre in libro „Essais sur la Ih^orie des nombres, 1799^' 
methodum Lagrangianam secutus est. 

CreUe*8 Journal f. d. M. Bd. XLV. Heft 4. 45 
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Principiis omnioo diversis celeberrimus Gauss in opere classico ^Dis- 
qnisitioDes arilhmeiicae, 1801'' rem traclavit. Methodus aequationem propositam 
solvendi a viro ingeniosissimo exposita omnes casus, nisi determinans 6^ — ac=^0, 
sub regula communi amplectilur et ob rigorem ac generalitatem summis scientiae 
posttilationibus plene satisfacit. Quae quum vero in formarum binariarum 
theoriam, partem Arithmelicae Sablimioris, innitator, ideoqne Studium discipIiBae 
subsidiariae latae et algoritbmum copiosum requirat, pro usu vulgari methodus 
elemenlaris expedita adhuc est desideranda. 

Fracliones conlinuae, jam a Lagrange saepius adbibitae, hunc ad finem 
aptissimae sunt. Earum auxiiio ad methodum perveni, quae aequationis pro- 
posilae soluliones pro quovis determinantis valore complete atque bono ordine, 
nibilo secius caiculo simplicissimo suppeditat. Hanc methodum omni genera* 
litate ac rigore hie tradere brevitas non permittit. Expositionem inlegram 
commentalioni majori de Analysi Indeterminata ^) reservans, in seqnentibas 
ad eum solum casum respiciam, ubi determinans est numerus positivus non- 
quadratus. Quae restrictio eo magis licebit, cum casus designalus, infinita 
solutionum multitudine praeditus, omnium difficillimus sit, et reliquorum quisqne 
secundum regulam specialem multo simpliciorem et jam diu nolam resoivi possit. 
Praeterae anguslum bujus opuscnli spatinm methodum aovam potius describere, 
quam rigorose demonslrare me compeliit. 

Art. 2. 

Designemus fractionem continuam Ou-f ^ 

Qi -f etc. 
ubi quotientes o^,, ai, a^ ... numeri integri positivi vel negativi (cifra oon 
eLTclusa) brevitates causa per [d^ ) ^i ^ ^ • • •] « totius fractionis valorem rs^ 
dictum per K = j^, generaliterque fractionem approqmnquanlem aliqaaoi) 
primos n-f-l quotientes ab indice usque ad indicem n implicantem, per 

(3) K, Hi, flj . . . iij = Jf„ = -^" 

Practionum appropinquantium successivarnm numeratores ac denomi<- 
natores M^, N^ secundum formulam recursoriam 






*) Quae sumtibus librariae aulicae Helwingianae, Hannoverae, roox proroolgabitar. 
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facillime sunt calculandi scbemate hoc: 



n 


«, 


Af. 


1 




a; 


-2 




M^2 = 


= 




2V_,— 1 


-1 




i»f_,= 


= 1 




JV_, — 





«0 


M,- 


:fli,M.l-|-itf_, 




iVo-fl.-iV-,+JV-, 


1 


«1 


iMi- 


:a,il^,-[-ilf_, 




iV.-fl,iV..+Af.. 


2 

• 


• 


M,- 


• 




• 


• 
• 

n 


• 
• 


itf-- 


• 
» 


-2 


• 


ex. gr. pro K- 


= [2, 


3,1,- 


5, 0, 6] 










n 


a- 


K 


^. 






e 







1 






-1 




1 












2 


2 


1 






1 


3 


7 


3 






2 


1 


9 


4 






3 


—5 


-38 


—17 


' 


• 


4 





9 


4 






5 


6 


16 


7. 



Bini Dumeri ilf^> iV„ inler ße semper erunt primi, semperque relalio 
valebit haec: 

(5) M„ AT.., - M„_, A„ = (-1 )-» 

Atinotamtis, ioco valoris 1 etiaro valorem — 1 pro, ilf.i et AL2 accipi 
posse, quo facto omnium quantitatnm M, N signa in opposita coromntantur. 

Fractiones ^rp^ etsi appropinquantes dicuntur, non semper seriem con- 

vergentem, scilicet seriem terminoruro continuo ad ultimae fractionis -^ valorem 

propius accedentium, coilslituunt. Ut hac proprietate fniantur, quotientes certis 
conditionibus satisfacere debent. Convergentia sine dubio existet, si post 
aliquem indicem omnes ^juotientes Signum positivum conservant et cifram non 
continenl. 

Si fractionem vulgarem -^, positivam vel negativam, secnndum regolam 
usitatam in fractionem continuam ita convertimus, ut per singulas divisiones 
integres maximos ^09 ^i? ^ • • «9 sicut per primam M:N integrum maximum u^ 

infra jn- situm, secernamus (seriei ... —2 — 10 12... terminum quemque 

45» 
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praecedente majorem accipientes) , omnes quotientes erunt positiv! atque > 1, 
excepto prinio a^^ qui etiam aequalis cifrae vel negativus esse poterit. Nihil 
ceterum impedit, quominus arbitrarios qaotientes nonnnllos inseramus, hoc modo 
evolutionem in indefinitum extendamas, denique autem, ut calculüs finem altingat, 
ad striciam inlegrorum raaximoruni legem redeamus. Exemplum conversionis 



o 



fractionis -tt- praecedentia illustrabit. Secondum regolam vulgarem habemus: 



8 1-5 1-1 unde ^i^ = [-1,2, 1,2] 

_ 8 8 •• ' 

Ti8|2 n fl, ilf, AT, 

&_ -2 1 

2I3|1 -1 1 

2^ 0-1—11 

1|2|2 1 2-1 2 

2^ 2 1—23 

3 2—5 8. 

Si vero pro quotientibns 0o, a^ valores arbitrarios 3, resp. assumimus, 
tnmque demum regulam priorem adhibemus, fit: 

8|— 5|3 
24 
— 29|8|0 
0^ 

8 1-29 1-4 
-32 
3|8|2 

2|3|1 
2^ 

1|2|2 
2^ 




unde -g- : 


= [3, 


0,-4,2,1,2 


n 


a» 


iW- N„ 


2 




1 


—1 




1 





3 


3 1 


1 





1 


2 


—4 


-1 1 


3 


2 


-1 2 


4 


1 


-2 3 


5 


2 


-5 8. 
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Art. 3. 

Simiii modo expressio irrationalis R = J^ ° in fracüonem conbnaam 

infinitam [oo, Hi, 02 •••] qootieiiübus aut maximis aut arbitrariis evolvi polest 
Snpponendo. esse 

D, quem delerminantem expressionis K appellabimus, namerum in* 
tegrum posilivum non-quadratum; 

Pi) et Qo nameros integres quoslibel positives vel negatives; 

D — Po numerum per Qo divisibilem, sive — rj — i = (?_ji nnmernm 

i/lm} D) 4- mP 

integrum (quod semper eveniel subslituendo, si necesse est, -^ ^ — - pro 

2-^i-52); denique 

radicem )fD quantitalem positivem (quod si non locum baberet, signis 
mutandis facile efficeretur): 

Algorithmus sequens orltur: 



Q-x 



D—Pl 



Xo 



Xt = — ^ — ^T^ ■»^i = «üVo — «0 Vi = — 35 



generaliter 



(6) X, = -^;; «, + 3^ 

(7) P, = a_, (?„_, - P,_, 

^«> ^- = ^- 

Si quisque quotiens a^ non arbitrario, sed ila assumitur, ut integrum 
maximum infra x^ silum repraesentet, leges sequentes habemus: Omnes quo- 
tientes, excepto fortasse primo a^^ erunt positivi ^1, unde convergentia 
fractionis continuae sequitur; in seriebus infinitis numerorum a, P, (^ periodus 
communis occurret, qua attacta caiculi uiterioris negotium cessat; omnes quan- 
titates periodicae erunl positivae atque illae a<:^2^D, illae P<C}/D^ illae 
Q<i2^D; terni numeri P^, Qnf Qn^i per formulam (8.) ita connectuntur, 
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ut valores delerminati ipsornm Pn, Q^ valorem determinatam ipsius (^„.j ne- 
cessario postalent (idqne etiam, si quotientes arbitarii sunt); unde patet, nu- 
meros Q praeter periodam commonem, periodnm specialem eadem qaidem ter- 
minoram muUitodine, attamen nno indice prias incipientem conslitataros esse. 
Ecce exemplnm. 



Pro JSC= — ^ — habemus Q^i 



7 et evolutionem haoc: 



X 







X-^ 



•37—4 
3 

•37+4 
7 

•37+3 
4 

•37+5 
3 

•37+4 
7 

etc. 



2 + 1 



3 + 1 



X, 



quare K = [0, 1, 2, 3, 1, 2, 3 . . .] 



—4 
4 
3 
5 
4 
3 
5 



7 
3 
7 
4 
3 
7 
4 
3 




1 
2 
3 
1 
2 
3 



etc. 



Quanlitates ( — 1)"0„) quae magni momeoti sunt, manifesto periodos 
eadem aut duplice longUndine quam quantitates Q^. formant, proiit multitado 
terminorum periodi quantitatum Q„ est par aut impar. In casu posteriore series 
illarum ( — l^^, omnes valores periodicos illarum Q„ com sigtio poBitivo 
simnlque cnm signo negativo continet; in casu priope contra series illarum 
( — XyQn dimidium vaiorum periodicorum illarum Q„ alternm cum signo posi- 
tivo, alterum cnm signo negativo implicat. 

Quando pro pluribus quotientibus valores «rbitrarii introducuntur, dein 
aulem lex integrorum maximorum perpetuo applicalur, quantitatum a„, P„, Q^, 
(_1)"(^, periodi tandem prodeuntes, prioribus exacle congrnent. Ex periodi 
ipsarum (—1)" Q^ constantia sequilur, initialem periodi ipsarum ^H-indicem semper 
fore parem aut semper impareai, qualescunque sint quotienles primam periodaon 
antegredientes, si quidem numerus terminorum bujus periodi par est. (In oasu 
contrario, ubi numerus terminorum periodi ipsarum j0, impar est, initialis. ille 
index semper ad libitum par vel impar accipi polest, prout primae periodi qaan^ 
titates pro periodicis admillunlur, an non.) Ponendo in exemplo praecedente quo- 
tientem Au arbitrario «=5, tumque applicando vulgarem evoluiionis legem evadil: 
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X, 



_ y37— 4 
» 3 

_ ^37 + 19 
^» ~ —108 

_ •37+89 
^'' — 73 

_ ,^37-16 
^»•— —3 

_ 1^37+7 



X, 



^s 



4 

•37 + 5 



5 + 1 

-1+1 

3+1 



quare ÜC= [5, —l,li3,3,3, 1,2,3, 1,2,3 ...] 



7 
-4 3 

19 -108 
89 73 



(hoc loco calculum priori 
congruam fieri apparet). 



-16 
7 
5 
4 
3 
5 



-3 
4 
3 

7 
4 
3 



5 
— 1 
1 
3 
3 
3 
1 
2 
3 



etc. 



M 



Art. 4. 

Inter quantilates P, Q et fractiones appropinqoantes ^ ilKus K bae 
relationes existant: 

(10) Qom-l-2P,M^tN„.,-0.,^L, = (-1)- Qn 

qaaram posterior maximi momenti est, cnm aeqoationi propositae (2) statim 
assimulari possit. 

Supponendo, quantitates Q„, P„, Q^i, {—iTQn io aeq» (10) valores 
determioatos ipsarum a, — b, — e, k ex aeq. (2) et qaantitales ilfn_i, iV„-i 
valores incognitaram x, y habere, propositio sequens valet: Si series nameT- 
roruffl {—iyQn, ex aliqua expressioois K evolutione prodiens, valorem k 
continet, manifesto duo numeri üfn-i, iV„_i inter se primi dantar, qai aequa- 
lioni (10) salisfaciant ; et vice versa, si dtio numeri ilf,_i, N^-i inter se 
primi aequationi (10) satisfacientes dantar, vaior k per quandam illius K evo-' 
Itttionem inter quantitates ( — l)"(?n reproduci polerit. 



Art. 5. 



Sint JK: 






e\ K = Z * duae expressiones ejasdeni aeter- 



no ^9 

fflinaDtis D, ad quas pertineanl evoluüones vulgares hae: 
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Si periodi illarum K, K' identicae sant^ pro indicibus quibusdam r, s 
aequationes 

(11) Pr=P:. Qr^Q's. Qr^^==QLt 

existent, et vice versa. Hac condiiione expleta, ambae iilae evoluUones toti 
modo combinari possunt, at ab illius K evolulione termioi fantum super lineam 

I siti, retineantor, deinde loco quotientis Cr valor ponatur, tum vero 

pro ceteris qnanUtatibus desecatis termini illius K' super lineam | 

siti) Serie tarnen retrograde et signis iilorum a! etP' conversis, subslituantnr. 
Quo facto, nova illius K evolutio nascitur haec: 

P. Qn 



n 



a. 



— 1 




Q-X 







P. 


Qö 


«0 


1 

• 


Pt 


ft 


«1 


r-1 


Pr-X 
Pr 


Qr 


ör-l 


r 





r+1 


-p: 


QU 


-«;-. 


r-|-2 


-PLi 


QU 


-aU 



n-2 -P,' (?,' -ai 

r-f-* = n -Pi (?i 

Conjunctio isla, quam comb'midionetn illarum K, K' vocabimns et 
accaratitts per formulam 

(12) K(r) comb. K\») 
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denotabimos, indice ii = r-f^ ob eam caasam interrupimus, ut qaantitas Q!i=Q^ 
in ultimo seriei termino appareat. Cum quotiens penultimns a„^i = — a[ sit, 
valores pro ilfn.n -^n-i ^^ hac evolnlione oriundos, a primo illius K' quo- 
tiente a' non pendere, perspicitur. Simulque patet, quantitatem ( — iyQn 
aequalem -{- Q'd &ut aequalem — Qo fore^ quatenu»«n=^ r-f-^ est par, aut impar. 
Quando igitur periodus imparem terminorum multitudinem comprehendil, com- 
binatio illius K et K', indicib'Ss r^ TTttB selectis, semper ita fieri potest, ot 
(— 1}" Q„ tum vaiorem -f Ou» liin^ valorem — ^u, accipiat; quando autero multi- 
tudo illa par est, ( — lyQn unicum tantum valorum -f Qo^ —Qo assumere potest. 

Combinando ex. gr. evolutiones 





^~ 3 






K' = 


•37+89 
~ 73 
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P, (?„ 
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3 4 
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5 3 
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3 
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3 


4 


4 7 


1 


4 


4 


7 


1 


5 


3 4 


2 


5 


3 


4 


2 


6 


5 3 
etc. 


3 


6 


5 


3 
etc. 


3 



qaarom periodi Identicae e ternis terminis compositae sunt, nanciscimur: 

pro -K (1) comb. JSC' (4) 
n 



pro K (3) < 


comb. K' (3) 


« P. 


Q. a 


— 1 


7 


-4 


3 


1 4 


7 1 


2 3 


4 2 


3 5 


3 


4 5 


4 -3 


5 —7 


-3 -3 


6 16 


73 



-1 




7 







-4 


3 





1 


4 


7 
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-4 


3 


-3 


3 


—5 


4 


-8 


4 


—7 


-3 


-3 


5 


16 


73 





In combinatione anteriore est (— l)^(^o = 73 = -f (?U9 ^" posteriore 

contra, (-l)»ft= -73 = - Oi. 
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Art. 6. 

Duae evolotiooes K et K* periodis identfcis affeclae ob infinitam earunr 
extentionem modis infinite dive^sis corobinari possunt^ attribuendo jndicibus 
r, 9 valores varios periodi longilndine inter se distantes, scilicet valores hos: 

pro r valores r, r-j-wi, r-f 2iw, r-f3m ... 
pro 8 valores *, s-\'m, 9'\-2m, *-f"3»» ••• 

obi m terminornm periodicorum nomerum designat. 

Gravissimum est, inter has combinationes eas eniere, quae diver$os 

fractionum appropinquanliam -isr^ valoros proferunt. Hac per lemma sequens 
pervenimus. 

Si seriem qootietilnm frectionis continoae cujusconque 

per seriem 0, —fi„^i^ — a^^^ . . . propagamus, fractiones appropinqnantes 
JBT^.}, ^/i-s? JS^n^ • • • paalalim se reprodncent, sicut tabula docet haec: 

n — 3 ii,.3 M,^ iV„^3 

n — 1 fl„_i i»f„..i N„^, 



n 


M„_, 


iV,-, 


« + 1 -«„_, 


M„., 


iV-, 


ji-}-2 — «._, 


^»-4 


AL^ 


etc. 







Generaliter itaque est 

(13) [äc„ öl, ... Ö,.2 9 «.-1^ 0, — ö„«,, —0^.2, ... — ö^.^] 

Porro patet, loco qaottentis in fractione continua ubicunqne occur- 
rentis series quaelibel bnjusmodi: 

intercalari posse, nullo molato fractionis valore. Nam prout quotienli poslreoio 
ö„.i succedit, ant quotiens unicus 0, aut series modo scripta, fractiones ap- 
proximantes alteriores ita nascnnlur: 
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aot ita: 






ant ita: 




i»^. 


iV... 
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Ä«-i 


K-t 


«,-» 
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itf« 


iV, 
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^»+*-i 


•^n+m-l 









^^m-7 


lV„^^_2 
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■tH,+„_j 


iV,+m— J 






-*i 


Ä»_l 


iV,-x 






-*u 


Ä»-J 


iV,.,; 



«nde intelligilur, fractiones appropinquantes, et ollimas, et penultimas, in ambobos 
casibus easdem valores respective assnmere. Si itaqoe fractio continua pro- 
posita per qoeiieoteia a„^i non terminatur, pro fractionibas appropioqaantibQS 
inferioribas omtitno aeqoe valebit, uirum inter illum quotientem a„^i et prox»- 
mum a„ valor 0, an iseries supra scripta interponalur. 

Hinc colligtiiios , angastiorein cotnhinaHonis (12) sigoificatioiieni ad 
altimae fracfionis approximaDtis yalorem contrabentes, esse: 

(14) -K(r)comb.iC'(«) a= K{r^vm)comh.K'{9-\-vm)^ 
m maltitudinem terminoruro periodi et v numerom quemcunque integram po- 
sitivum vel negativom denotante, dummodo indices r-frm et #-f rm intra 
periodos perroaneaat. 

Accipieodo igitur ex periodis illarom K, K' omnino arbitrario electis 
duos indices r, s conditioni (11) respoodeales, canclae combinaliones dwersad^ 
repraesentantur per doas series seqoenlesr 

.'(15) K{r), (r-fm), (r-\^2m) ... obml.K'(s) 
(16) K(r) comb.K'{9), (*+//i), (* + 2m) ..-, 
quarom initiales tantam combinaliones inter se a?quales sunt. 

Si postuielur, valorem quanlital]s( — !)''(?„ e qaavis combinatione pro- 
deuntis non = — Q!,^ sed ubique s=-|~9o ^sse, numerus m semper erH par, 
amplectens, quando periodas parem terminorum multitadinem conlinet, onam 
solam periodum , quando vero periodus imparem terminorum mullitudinem com- 
prehendit, binas periojlos. Praeierea iadices r ei s ita eligendi sunt, at. 
r-j~« t= n Sit (lumerus. par. 

In exemplo arf. praec. , ubi periodus 3 terminos continet, bahamua*, ut 
semper (— 1)"(?^ = -|- (?ias= 73 sit, wi«=6. Tom same^do r = 3, # = 3, 

46» 



1 



-s* 
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corobinationes diversae inveniuntur per formulas 

J^ (3), (9), (15), (21) .,. comb.«:' (3) 
K (3) comb. AT' (3), (9), (15), (21) ..., 

sive, sümendo r=l, « = 7, per formulas 

t^ (1). (7), (13), (19) ... comb. Ä' (7) 
K (1) comb.lL' (7), (13), (19), (25) ... 

Art. 7. 
Agitur nunc de serierum (15 et 16) valoribus calcaiatidiis. lodagatio 
idonea ostendit, ambarum serierum terminos simul per unicam formulam recur- 
soriam exbiberi posse. 

Namque denotando per 
6u) ^19 ••• ^m-i periodum quolientum expressionis K yelK', indici r vel s 
proxime succedentem; per 

(17) Ä = [*o, *i,...*.-i] 
fraclioBeip continuam ex illis quotieutibus compositam, cujus fractio ap- 
propinquans ultima et penultima est resp. 



(18) Ä..i 



Wm- 



m-1 



Sfm— 5 



91^-2 ' 



per 

(19) A = 3Ä«..|+9l^^2 

summam ex uumeratore fractionis appropioquantis ultimae et denominatore 
penultimae prodeuntem; denique per 



(20) 
K(r) comb.£'(«) 

K(r-\-m) comb. K'(«) 



ü 
M _ 

tl 

N 

M _ 
1 — 

JV 

^ = Kir-\-2m) comb. IC' («) 
JV 



n 

^ — IC(r-f-»«i) comb.Ä'» 



(I 

M 

(I 

N 

— I 
M 

— 1 

JV 

— i 
M 



(21) 
Kir) comb. K'{9) 

K{r) comb.Ä:'(»-f m) 



-5- = JS:(r) comb. K'{s-\- 2m) 

JV 



—II 

M 

— n 

iV 



Ä"(r) comb.liC'(»-|-noi) 



serierum (15), (16) terminos saccessivos: 
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formnia gravissiroa invenilur baec: 



(22) M = ÄJtfV(-l).-iff 



n+l n-^7 



sive aeqnivalens: 

(23) M = (-irÄAf-f (— 1)' 

Forinula (22) sive (23) , in qaa pro n uamerus qalcunqne posilivas 
vel negativus admilti potest, omoes numeratores valorom ambarum serieram 
(20 et 21) complectitur. 

Commutando iitteram M cum A^^ ex eadem formula denamnator€9 
correspondentes prodeuoL 

Pro uso praesenle m semper valorem parem habebit, ideoque erit 



(24) ilf 



sive 



Ailf-ilf 



fi-fl fi+2 

kM-M. 



(25) M = 
Ad omnes aerierum (20, 21) terminos investigandos, safficit, praeter 

U 1 1 

h qaantitates M, N el M, N ex duabas primis seriei (20) combinationibQS 
determinare, toroque reliqnas quantilates quaesitas 



seriei (20) 
per formulas: 

2 1 U 

M = AM- Oi 



3 

M 



hM^M 



M = hk-k 

elc. 



seriei (21) 
per formulas: 

M = kM-M 

*2 -1 

M = hM-M 
M = hM-M 



M 



hM-M 



etc. 



caicttlare. Principium, quod bis seriebus inest, congruit eo, quo secundum 
formuläm (4) numeratores ac denominatores valorum approximantium fractionum 
continuarum formantur, dummodo additiones in subtractiones convertantur, va- 

U U 1 i 

lores M, N, M, iV pro datis serierum terminis accipiantur et omnes quo* 
tientes =A ponantur. Hoc modo ambae illae series ad unicam, ab utroque 
latere in infinitum proeurrentem, conjungi et sub scbemate sequente calculciri 
possunt : 
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(9) comb. K' 
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itaque a»„_i==121, 9'1„_, = 25, unde 

A= 121 4-25 = 146. 

I 

Hamm quantitatum auxiiio valores illarum M, A' nanciscimur per cai- 
cuium facillioium bunc: 

n h M X 

• • • • 

• • • • 

—2 146 58396 —17375 
-f 146 400 —119 

4 1 

1 184 265 

2 . 146 26860 38689 

3 t46 3921376 5648329 



• 



• 



• • • 



n n 

Aiios valores, quam eos in Ijacce serie pro M, ]\ contentos, nutia 

Gombinatio expressionum Ä === — ^ — et A =:: — -^ — producerc potest, si 

quidem ullima quanlilas illarum {—Ij^Qn iQ quavis combiuatione = -j- 0J 
i. e. = 73 esse debel. 

A rl. 8. 
Superest^ ut quantilatis P^^ mentionem faciamus. Numeris D el Qq io 

expressione K' = ^ ' valores datos tribuendo^ scilicet numero D valorem 

delerminantis, expressionis K, numeroque Qq valorem quendam ex sierie quanti- 
tatum (—1)''C^„ illius iCy numerus P^ pro incognito relinquitur. Itaque refert, 
omnes valores inquirere, quibus pro P^ substitutis expressio K' combinaiiones 
diversas cum illa K coeat. 

Quum combinntio (12) nulla ratione a primo illius K* quolienle al 
pendeat, perspicuum e!(t, ponendo Pl=z cQl^-fp^ hincque 

Q\ ~ Q\ + ' 

pro Pu cos solos numeros, positivos e( neg^alivos^ qui absolute ^\Ql sint, 

considerandos esse. Quoniam auiera — yr^ = QLi iiumerum integrum esse 

oportet, invesligalio ad valores po^^ilivos illius PI non majores quam \Ql)^ 
qui expressionem D — Pl^ per Ql divisibilem reddant, reducitur. Subsliiuendo 
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itaque in H — P^ pro P[ numeros 

0, 1, 2« 3 ... ^0u ^i Ql} par est, aut 

0, 1, 2, 3 ..• i((?cj— 1) si Oi impar est, 

facili negotio valores quaesili cognosci possunt. Quisque eorum, tarn positive, 
tum negative acceptus, loco Pq in expressionem K^ introducendus est. Si 
pro pari illius Qi valore oumerus \Qo ipse inter valores quaesitos illius Po 
occurrat, -f i^o et —\Qo non diverses combinatiönes adducent, potius pro 
unico illius Pq valore aestimandi erunt 

ExempluiD. Sit Z> = 94, (?; = 102. Quam Ql par et -^0^ = 51, 

QQmeri 

94 — 0', 94-1% 94-2^ ... 94-51' 

= 94, 93, 90 ... — 2507 

examinaodi sunt. loter bos numeri soli 94 — 14'= —102= —1.102 et 
94— 20'«— 306=— 3.102 per 102 divisibiles ibveoiuntur. Quare valores 
qoaesiti pro P' sont 14, 2Ö, —14, —20. 

Quamvis simplicissiinus bic calculus ad illius PI valores exploraodos 
Sit, commodior tarnen methodus ex consideratione seqnente colligitur. 

Conditio 

(2ö) A, * = numero integre 

■eqoivalal huic: 

(27.) D — vi)o = Po == numero quadrato, 

qU V nnmerum Integrum quemcunque designat et pro 0o positivus valor illius 
0^ semper assumi potest. Denolando per r^ maxhnvm integrum infra ^ 
•ftum (qui semper erit positivus aut aequalis cifrae) et per v^ Minimum in- 

tegmm rasp. iupra jp aut supra ^, , prout Ou est par 

aut impar, situm (qui pro tempore positivus vel negativus vel aequalis cifrae 
esse potest) solom opus est, valorem illius v in aeq. (27) inter limites ro et 
tfi variare. Quamobrem loco illius v, valores successivos 

1^0 t^O""l 1^0 "^2 ... D| 

in expressionem D -- ^Q^ subslituimus et ex serie boc modo prodeunte eos 
lerminos eligimus, qui numeros quadratos P^ repraesenteut. Haec regula mnlto 
expedjtior est praecedente, quum, termino primo 27 — tioOo caiculato, aingnli 
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termini posteriores asqoe ad nUimam D — ViQo addendo quantitatem Qd ad 
priores facili negotio reperiantar. Insaper horom terminornm malUtado r» — t'i 
nunqnam valorem ^Qi egredi polest; ex qao intelligitnr, mnltftadinem nume- 
roram naac calculandoram dimidio minorem esse, quam antea. 

r D — vQn In exemplo praecedente babemns 

r„ = 94 i> = 94, Oi=102, ergo 

—1 196 = 14' ,/|, .. „„„„ D_94 

_a 298 i(?o = 51, porro ^ = :j^ et 

-3 400 = 20» 0~Uy.)' _ 94-51» 

-4 502 <?i ~ ''' 

-5 604 = ~^^Ifl« ' ™^® 

ro = 0, r|=s — 24. 
—23 2440 

V, = -24 2542 

Hinc conclnditar, tantammodo t^o — Ci = 24 nameros per additiones 
simplices formandos esse, quo contra calcalos prior 51 numeros postulavit 
Celeram resoltanl hie pro Pi yalores jam antea inventi ±14 et ±20. 

Art. 9. 
MetAodus sohendi quaesita. 

Ex praecedentibas methodam seqaentem ad aeqaationem (9) solvendaa 
derivamos. 

Hac aeqnatione in formam 

(28) aa^ — 2bxy — cf = k 
posita, stataimns 

(29) (?o«=Ä, Po = ^ 0-1 = r, 

itaqne 

(30) D = b^^ae, iS:= ^<*' +"")+* 

et expressionem K in fraclionem continoam evolvinias. 

Nonc valores x, y inter m prim ab iis, qui divisorefn communem 
habent, distingnendi sunt. 

Ad priores Inveniendqs aeeipiinns 

(31) (-!)"(?,= (?i = A 

CreUe*! loanial f. d. M. Bd. XLY. Heft 4. 47 
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et ponentes 



(32) K' = J^5!+^ 



pro Po omnes valores absolute non majores quam ^k, qui expressiooem 
D — P^ per k divisibilem reddant^ secundam art. 8 invesUgamus. 

Si tales valores non darenlur, resolutio per numeros inter se primos 
impossibilis foret. Si vero dantur, pro siogulis expressionem K^ in fracUonem 
continuam convertimus, examinanles, utrnm periodus alicnjus K^ periodo illius 
K congruat, et qnidem taii modo, ut summa r-\-s duorum lerminorum cor- 
respondentium r^ s valorem parem habeai. 



Si nulla evolutio K* huic conditioni saiisfaceret, solutiones expectatae 
abessent. Sin autem nonnnllae hujusmodi adsunt, quaeque earum infinitam so- 
lutionum quaesiiarum seriem producet, ad quam conslituendam combinaliones 
iilius K cum K! secundum regulam art. 7 uno tenore perficiendae sunt. 

Hoc modo solutiones quaesitae sub forma 

(33) M = X, N = y 

reperiuntor. 

Omnes valores ita pro x, y inventi etiam cum signis oppositis aequa- 
tioni propositae respondent. 

Quod attinet ad solutiones x, y äivisorem communem aliquem d ha- 
bentes, ut existere possint, aequationis propositae membrum constans k man!- 
festo factorem quadratum i^ involvere debet. 

Numero igilur k successive a quoque factorum suorum quadralorum if 
liberato, aequationes singulas 

(34) ax'^-Uxy-cy'^ - ^ 

secundum praecepta antecedentia pro x\ y solvimus, denique ponedtes 

(35) X = dx', y — d/ 

Art. 10. 
Exemptum. 
Proposita sit aequatio 

7x* — 18xy-f lOy' = 7 
ut resolvalur. Hie est ft, = n = 7 , P« = ä == 9 , 0-i = c = — 10 , unde 

D = 9*4- 7(— 10) = 11, K= ilÜ:®. Pro istius K evolutione in fractionem 
continuam habetur: 
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II 
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-10 
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-2 


1 
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(^ 


3 


2 


3 


(.3 


3 


1 


6 


4 


3 


2 


3 



etc. 
Quam porro Q^ = Ar =: 7 sit, e numeri PI absolute non majores quam 
7'(?o~-l) ==3, qui expressionem 11— P,f per 7 divisibilem reddant^ aaquales 

+ 2 inveniantur^ pro ÜL'dao valores — =2— et •!— = — considerandi sunt. Prior 
valor evolutiooem sappeditat hanc: 

1 

7 

1 1 

2 3 

1 6 

2 3 
elc. 

cujus periodus, bioos terminos amplectens, cum ea illius K ita congroit, nt 
combinationes 

^ (2), (4), (6), (8) ... comb. K' (2), (4), (6), (8) . . . 
formari possuot. Ad qnod efficieodain babemus: 



n 

-1 


*'. 





2 


1 


-2 


4 


3 
3 
3 



pro K (2) comb. K' (2) 



n 


«, 


K 


N» 


-2 







1 


-1 




1 








1 


1 


1 


1 


1 


2 


1 


2 





1 


1 


3 


— 1 


1 






pro K (4) comb. K' (2) 



O 







qnare ilif = 1, JVs=t 



n a. 


iW- iV. 


-2 


1 


-1 


1 


1 


1 1 


1 1 


2 1 


2 3 


7 4 


3 6 


44 25 


4 


7 4 


5 -1 


37 21 


1 
qnare Si = 


37, Ä=2 




47 # 



868 Stf- Seehfflefß metk. hovm uequat. JMet. $0e.frmduM per uum. int ielvemdi. 



Pro quanlilate A ex 



[8,61 



.vaior A 



m-1 = 



n 
-2 
— 1 


= 1 



3 
6 



9», 

1 
3 

19 



% 

1 



1 

6 



19+1 



= 20 reperitur. Ejns aoxilio primam solo- 
tionam seriem nanciscimor, qüoe sab scbemate seqaente in ambo latera ad 
libitam extendi potest. 



n 

— 5 
-4 
-3 

— 2 
-1 


1 
2 
3 
4 
5 



h 

20 

20 

20 

20 

20 



20 
20 
20 
20 



— 2707577 

-135719 

-6803 

-341 

-17 

1 

37 

739 

14743 

294121 

5867677 



- 3334821 

-167160 

-8379 

— 420 

-21 



21 

420 

8379 

167160 

3334821 



Ad aUeram illias Jv' valorem ^— = — pertinet evoiotio 



-1 

1 

'2 

4 



c 



PL 

-2 
2 
3 
3 
3 



OL 

1 

7 
1 
2 
1 
2 




5 
3 
6 
3 



etc. 



cajQs periodas Hidem ei illias K aeqaipollet Ilaqae, ad cdmbioaliones 
f^ (8)» (4)> (6), (8) . . . comb. K' (2), (4), (6), (8) . . . 
perficiendas, babemos: 
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pro IC (2) comb. K' (2) 



n 




«- itf« 


a: 


-2 







1 


-1 




1 










1 1 


1 


1 




1 2 


1 


2 




1 


1 


3- 


■ 


-5 -3 


-4 


6rgo 


U 


U 

= -3, iV= 


= _4 



pro K (4) comb. K' (2) 



n 


«» 


itf- 


A. 


-2 







1 


-1 




1 








1 


1 


1 


1 


1 


2 


1 


2 


3 


7 


4 


3 


6 


44 


25 


4 





7 


4 


5 


—5 


9 


5 



ergo ilf = 9, iV = 5 

Notabile est, quaolitatem h, ex terminis periodicis illius K prodenntem, 
pro omnibns solntionam seriebus eundem yalorem, qui nunc =20, invariabi- 
liter retinere. Hinc secunda solutionum series seqnitur ista: 



ft 


h 


M — X 


2V— y 


3 


20 


-27471 


-33835 


-2 


20 


- 1377 


-1696 


-1 


20 


69 


-85 







-3 


—4 


1 




9 


5 


2 


20 


183 


104 


3 


20 


3651 


2075 


4 


20 


72837 


41396 



Hae soltttiones, sicut priores, etiam cum stgnis oppositis sami possnnt. 
Sed praeter valores illorum Xy y hoc modo inventos, alii inter m primi 
exislere nequeant. Valorem autero wensuram communem implicantes in 
exemplo praesenle omnino impossibiles sunt, quoniam membriim constans 7 
nullum factorem qaadralnm (praeter 1) involvit. 

BrunsTigae, mense Majo 1852. 
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26. 

Über ein Ehslersehes Integral. 

(Von Herrn Dr. pbil. Dedekind zu Braunschweig.) 



Uie von Gaufs und Legendr^ in die Analysis eingefOhrten. Functionen 
n und 7* stehen bekanntlich in dem Zusammenhange, dafs r{a) mit /7(ii— 1) 
identisch ist, so lange a einen positiven Werth hat; fOr negative a ist I\ä) 
stets unendlich grors, während IT(a--i) eine bestimmte Function bleibt und 
nur dann unendlich und unstetig wird, wenn a einen der Werthe 0, — 1, 
— 2 U.S.W, erhfilt. Die Function 77 wird als unendliches Product, F als 
bestimmtes Integral definirt. Unstreitig ist die erstere Definition umfassender, 
und gewährt eine tiefere Einsicht in das wahre Wesen dieser Functionen; 
indessen ist es fflr die Integralrechnung wichtig, ohne Hfllfe jener Entwicke- 
lungen in unendliche Producte und Reihen, selbsiständig eine Theorie dieser 
Functionen aufzustellen. Dies ist auch in der That nach und nach Vollständig 
gelungen, seitdem namentlich Dirichlet (im 15. Bande dieses Journals) das 
berühmte Multiplicationstheorem von Gavfs so elegant bewiesen hat. In dieser 
Abhandlung wird auch der Lehrsatz 

7r(.-l).ff(-<,)=/*:^ = jJL. 

' 

angewendet, fflr welchen sehr verschiedene Beweise von verschiedenen Mathe-i 
matikern gegeben sind, die aber fast alle ihren Weg Ober Entwickelangen 
in unendliche Reihen nehmen. Iq meiner, Ostern 1852 gedruckten Inaugural- 
Dissertation (Über die Elemente der Theorie der Eulerschen Integrale) sind 
die hauptsächlichsten zusammengestellt; auch habe ich schon dort einen nenen 
Weg hinzugefflgt, welcher sich ganz im Gebiete der bestimmten Integrale hfllt^ 
dem ich aber eine vollkommene Strenge nur dadurch zu verleihen vermochte, 
dafs ich die Entstehung dieses Integrals aus der Multiplication von /7(a — 1) 

und /7( — tf), und den Ausdruck fQr "^ als bekannt voraussetzte. Im 

Folgenden soll nun ein, zwar auf ganz derselben Idee beruhender, aber von 
andern Theorieen ganz unabhängiger Beweis gegeben werden, der nur die all- 
gemeinsten Sätze ober die bestimmten Integrale zu Hülfe nimmt. 
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Zuerst mofs an einen Hfllfssatz erinnert werden , der nachher einige 
Male gebraucht wird. Es ist bekanntlich 



/ 






dw ^^^a^w-^-ß' 



ß ff 

WO die Logarithmen hyperbolische sind. Sind nun — und -^ positive Gröfsen, 
so folgt hieraus 

J (oip + /S)(a'H>+/J') a/f — a'ß ' 

oder, wenn der Logarithme immer nur von dem absoluten Werthe genommen 

wird: 

f4 -. f dw log(«/y)-log(a'/?) . • 

*• -* J (aw-\:ß){afw-\-ßf) ~ aß'—c/ß ' 

et tt' 

und diese Gleichung gilt selbst für den Fall, in welchem -7 = ^ ist? wenn 

man den unter die Form % tretenden Werth nach den Regeln der Diffe- 
rentialrechnung behandelt. 

Gehen wir nun zu dem eigentlichen Gegenstande Ober, so ist erstens 
leicht zu sehen, dafs das gegebene Integral 

nur dann einen endlichen, und zwar positiven Werth hat, wenn a ein positiver 
echter Bruch ist. Zerlegt man nfimlich das Integral in zwei andere mit den 

Grenzen 0, 1 und 1, 00, und schreibt im Letztern — statt x, so findet man 



(3.) A=f^r^4x. 



x+1 

V 

Da nun im ganzen Intervalle der Integration , . zwischen den Grenzen 1 
und \ liegt, so liegt auch A zwischen den Grenzen 

/'\ j?"-* -f 0?-«) dx und i /\a?"-* -|- x"'') dx. 

Dieses Integral hat aber nur dann einen endlichen und positiven Werth, 
= .._ . , wenn a ein positiver echter Bruch ist. Dieselbe Bedingung ist 
daker auch fflr die Endlichkeit des Integrals A nöthig. 
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Ferner ergiebt sich onmiUelbar aas der Gleichung (3.) der Sats 

(4.) q>(a) = 9(1— flX 
Differentiirt man diese Gleichung in Bezug auf a, und seist dann a = ^^ so 
findet man 

(5.) v'ik) = 0. 
Da ferner, wie leicht zusehen, (p'\^) positiv ist, so erreicht ^(a) fQr a = j- 
einen Minimumwerth 

ra^ /IN /'""^rMr ^ /- d{Vx) 

(6.) 9>(i)=y -i+r = V TT(7^=^- 

Bezeichnet w eine positive Gröfse, so erhflit man, wenn man in der 
Gleichung (2.) — statt a: schreibt: 



(^•) /'^=^--. 



1 
und wenn man — i statt w setzt, 



(8) r^-^-- 



Hultipiicirt man die Gleichung (7.) mit t ^ , integrirt in Bezog auf 

w zwischen den Grenzen und oo, und bedenkt, dafs zufolge, des Hfllfs- 
satzes (l.)) 

/* dw lOgJT 

ist, so erhllt man 



Integrirt man jetzt in Bezug auf a zwischen den Grenzen (1— a) und a> so 
erhftlt man 

Subtrahirt man die Gleichung (8.y von (7.), so findet man leicht: 

• to—i "ly (jrio+i)(w+x) * 
und wenn man zwischen den Grenz«ii*i tc; s= und ii^ = oo integrirt md 
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erwägft, dafs 



/" dw _ ^logx 



w 

isU so fol^ unmittelbar: 

J— a U ' 

Zufolge der Eigenschaft von A, dafs il==9>(a)=:^(l — a) ist, ergiebt 
sich aber 

y^AAda^ 2yAAda. 

Ferner ist 

dA 



und so erhält man endlich die Gleichung 



^ ~ rf^"' 



dJ 



aus welcher sich durch Division mit A und Differentiation in Bezug auf a 

die folgende ableiten Iflfst: 

.j__idäA 1 /dA\* 
~ A'd^~AÄ\dSy' 

Da in derselben die nnabhSngige Variable a nicht vorkommt, so fQhre 
man ^ = A' als neue Variabel ein. Dies giebt 

.. A'dJf AFA' ,.. AA.AdJS—JlJl.AdA 

^^ = :w7-ÄJ'' ^''^= :f 

oder ' 

., . .. AA.d{A'A!)—J!A'.d(AA) 
d{AA) = (^j). . 

und das Integral dieser Gleichung ist offenbar 

AA = Consl. + 4j = ^°"''' + XT (^)*' 

Um die Gonstante zu bestimmen, setze man ^ = 4^, wofür nach GJei- 

dA 
chnng (5. und &) ^ = und /l = tt ist ; daraus folgt nn als Werth der 

Gonstante, und 

, ^ dA _1 ''CD 

da=^ ± . n A A : = + — 



\y AAJ 

CrvUe's Journal f. d. M. Bd.XLV. Heft 4. 48 
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Bezeichnet man mit c eine Conslante^ so ergiebt sich 

a^c = ±— arccos-T- , A 



Um die Constante e zu finden, setze man wieder a-=\^ woraus 

1 5=co8(i7i-f-r7i}=- — sinCTi; cosr:^=t 
und 



folgt. Man erhält daher 



cos (.7 -pr) 71 = sinöTi 



sman 



was zu beweisen war. Aufserdem ergeben sich aus diesem Beweise sehr 
leicht noch mehre verwandte Integrale; was ich hier nicht weiter ausführe. 

Braunschweig im September 1852. 
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27- 

Aufgaben und Lehrsätze.. 

(Vom Herrn Professor J. Steiner zu Berlin.) 



1. „Sind in einer Ebene zwei begrenzte Gerade AB und CD in 
beliebiger feeier Lage gegeben, eo besieht der Ort desjenigen Puncte, aus 
weichem dieselben unter gleichen Winkein (oder auch unter Winkeln, 
die zwei Rechte betragen) gesehen werden, aus zwei Cvrven dritten 
Grads.^^ Beide Curven gehen durch die vier Eodpuncte der gegebenen 6e* 
raden, so wie durch ihren gegenseitigen SohniUpunct. Ferner haben die Cur- 
ven diejenigen zwei Puncte gemein, aus welchen beide Geraden unter rechten 
Winkeln erscheinen* Die zwei übrigen gemeinschafllichen Puncte der Curven 
sind imaginär und liegen auf der unendlich entfernten Geraden. Der Satz 
umfafst viele, theils interessante specieile Fälle, welche unter besondern An- 
nahmen rOcksichtlicb der gegenseitigen Lage und der Gröfse der beiden Ge- 
raden eintreten. 

2. „Hat man in einer Ebene zwei Ähnliche Curven dritten Grads, 
C^ und Cl , deren homologe Dimensionen sich verhalten wie 2:1, hdit die 
eine, etwa C^ m ihrer Lage fest, so kann die andere auf 94 verechie^ 
dene Arten so gelegt werden, dafä beide Curven direct (nicht symmc" 
Irisch} ähnlich liegen, und einander in irgend einem Paar homologen 
Puncfen m und aii|, und nebetdem noch in irgend zwei nicht homotogen 
Puncten n und q^ berührend „Durch die 94 Puncte m in der Curve C^ 
können Curven 8*'" Grads geheti; und eben so durch die 94 liij in Cf^ 

3. „in einer beiiebigen Curve dritten Grads giebt es, im Allge-- 
meinen, 36 Paare parallele gleiche und gleichtiegende Krümmungs ^ Halb-^ 
messer'^ — „ Wieviele Paare parallele gleiche aber ungleichliegende Krütn-^ 
mungs -- Halbmesser giebt es in derselben Curve? '^ 

Wird eine Gerade 2I0 von einer Curve dritten Grads, C'^ im Puncte il 
berührt und im Puncte J9 geschnitten 1, so soll die Strecke ^0 schlechthin die 
Tangente der Curve und die Richtung von A nach B ihre Rictilung genannt 
werden. Die Mitte der Tangente heifse ilf. Zwei parallele Tangenten AB 
und Ai 01 heifsen gteichliegetul oder ungleichliegend, je nachdem ihre Rieh- 



i 
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tungen gleich oder entgegengesetzt sind; die ihre BerObrungsponcte verbin- 
dende Gerade oder BerOhruniErssehne AA,., heifse @ ond ihre Hitle beifse ZV. 
Jede Gerade, welche von der Curve C^ in drei solchen Puncten Ay B, C 
geschnitten wird; dafs der miUlere B gerade in der Mitle zwischen den äufsern 
A und C liegt, soll hier Sehne oder i9 heifsen. Gleiche Sehnen S=^Si^ 
sind solche, in denen die drei Schnitipuncte gleichweit von einander abstehen, 
so dafs AB = BC=i AiBi=:BiCi. 3Iii Bezug hierauf lassen sich folgende 
acht Sfitze und Aufgaben (4. bis 11.) einfacher, aussprechen. 

4. jjEine beliebige Curve dritten Grads, C^, hat, im Altgemeinen, 
18 Paar parallele gleiche aber ungleichliegende Tangenten, und die Mitten 
N ihrer 18 Berührungesehnen @ tiegßn in einem bestimmten Kegeln 
schnitte EV' 

5. „Wieviele Paare parallele gleiche und gleichliegende Tangenten 
hat dieselbe C*?" 

6. „Wieviele solche Paare Tangenten hat dieselbe Curve C^, 
welche gegenseitig einander hdlften?'^ 

7. „In derselben gegebenen Curve C^ giebl es, im Allgeineinen, 
9 Paar parallele gleiche Sehnen, S=Si oder ABC=^ AiBiCi; und 
die Mitten, etwa iV|, der 9 Geraden BB^^ welche die mittlem Puncte 
der Sehnenpaare verbinden, liegen in dem nämlichen, vorgenannten (4.), 
Kegelschnitte EV' 

8. „In derselben Curve C^ gi^bt es ferner 9 solche besondere 
Sehnen ABC^=^S, bei welchen die den Schnittpuncten A, B, C iuge^ 
hörigen drei Tangenten A^y^ By^^ Co einander in irgend einem Puncte 
treffen} dabei ist die Tangente B^^ im mittlem Puncte B, zugleich ein 
Durchmesser der Curve C^, und f^udem berühren alle 9 Tangenten Bq 
den nämlichen genannten Kegelschnitt E^.'^ 

9. „Der Ort der Mi Hin M aller Tangenten AB einer beliebigen 
Curve C^ ist eine t^urve iSf'"' Grads, M", welche die Basis C* in ihren 
9 Wendepuncten , so wie in ihren drei unendlich entfernten Puncten 
berührt, oder vielmehr, welche die 9 Wetidepuncte sammt den zuge^ 
hörigen Wendetangenten , so wie die drei Asymptoten mit C gemein, 
aber zudem die drei unendlich entfernten Puncte der letztern zugleich 
zu fünffachen Puncten hatj** — Nimmt man auf den Verlängerungen der 
Tangente AB einerseits den Puncl Mi so, dafs AB =^ BMy^ und anderer-* 
seits den Punct M^ so, dafs BA = AM^^ ist: so sind die Örter dieser beiden 
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Punc/e M| wnd itf, ebenfalh Curven W^ Grads, M}^ und Ml\ weUhe 
mch g^gen die Basis CP ähnlich ver hatten, wie die Curve lU^^. 

10. „Der Ort der Berührmngssehne @ aller Paare parallelen 
Tangenten einer beliebigen Curve C^ ist eine Curve 9'^'' Ctasse & und 
36'^" Grads; und der Ort der Mitte iV der Berührungssehne @ ist eine 
Curve /^'* Grads A"/* Diese beiden Ortscorven haben gleichfalls eigen- 
thfimliche Beziehung sa der Basis C\ wie die Yorigen. „Es kann keine 
üwei Berührungssehnen @ geben, die einander hätften.^' 

1 1 • „Der Ort aller Sehnen S in der beliebigen Curve (P ist eine 
Curve 6"' Ctasse und iS"" Gradsr 

Bekannten Sstsen flbei^ die Kegelschnitte gewissermafsen analog, hat 
man rflcksichtlich der Cnrven dritten Grads folgende zwei SAIse (12|. und 13.). 

12. I. „Zieht man aus irgend einem festen Pol P in der MSbene 
einer gegebenen Curve dritten Grads, C\ beliebige Transversalen durch 
Se letztere und legt in den je drei Schnittpuneten Me Tangenten an C^, 
welche einander paarweise in irgend drei Puncten Q schneiden, so ist 
der Ort dieser Puncle Q eine Curve 9*^ Grads, QP, welche, unter an^ 
dern, folgende interessante Eigenschaften hat. 1) 8ie hat drei dreifache 
Puncte, Q^^ Me in einer Geraden J,, liegen i ihre 97 gemeinschaftlichen 
Puncte mit der Basis C^ bestehen: 2) in 6 Schnitten A, welche in ir^ 
gend einem Kegelschnitte A^ liegen; 3) tu 6 Berührungspuncten B (die 
für 12 gemeinschaftliche Puncte zählen), durch welche irgend ein KegeU 
schnitt B^ geht; 4) in 9 Schnitten 3D, SE und 3t\ die zu drei in 
drei Geraden Du, jE^ wid F^^ liegen; 5) iKe genannten Kegelschnitte A^ 
und B^ berühren einander doppelt, und Jene Gerade ^u (0 i^l zugleich 
ihre Berührungssehne; und endlich 6) die vier Geraden A^^ Aj^ ^ 
und jFu schneiden einander in eifern und demselben Puncte J*^ Ferner: 
„Bewegt sich der Pol P in einer beliebigen Geraden G, so beschreiben 
die vier Geraden A^^ 0^^ Ei^ und jPu beziehlich vier Kegelschnitte AS^ 
Do^ EU und FS^ wovon jeder der drei letztern die Basis C in irgend 
drei Puncten berührt, n. s. w/* 

IL „Liegt der Pol P insbesondere in der Basis C selbst y wobei 
also die Transversale in nur zwei veränderlichen Puncten schneidet und 
somit nur der Schnitt Q von den zwei zugehörigen Tangenten in Be^ 
tracht kommt, so ist der Ort dieses Schnittes Q nur noch eine Curve 
4?^" Grads, Q\ welche drei Doppelpuncte hat, die in der Basis C 

Grelle*! Joarntl f. d.M. Bd. XLY. Heft«. 49 
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liegend — j,Beicegt sieh der Punct P längs der ganzen Basis C\ so 
ist die entstehende Schaar Curven Q^ so beschaffen, da fs jede beliebige 
Gerade in der Ebene von Je 30 derselben berührt wird^ 

13. „Aus jedem Punct e Pin der Ebene einer Curve dritten Graids 
(P gehen 6 Tangenten an dieselbe, deren Berührungspuncte , paariceise 
verbunden, 15 Berührungssehnen ® bestimmen. Bewegt sich der PolP 
in irgend einer Geraden G, so berühren die 15 @ stets irgend eine 
und dieselbe Curve 9'^ Classe ®^ welche allemal mit der Basis C^ die 
9 Wendepuncte und zugeliörigen Wendetangenten gemein hat, u. s. tr/* 
Wie man bemerken wird, ist dieser Satz im Gronde mit dem obigen (10.) 
identisch, indem durch Projection der eine in den andern flbergeht. 

14. Die den beiden vorstehenden Sätzen 12. und 13. analogen 
Sätze bei der Curve vierten Grads aufzufinden. 

15. „Man denke sich in einer Ebene beliebige 6 Putiete p, oder 
ein vollständiges Sechseck. Die Mitte jeder der io Seiten heifse a, und 
der Mittelpunct des durch je 5 der 6 Puncte p bestimmten Kegelschnitts 
heifse b. Durch je 4 der 6 Puncte p gehen zwei solche Kegelschnitte, 
deren Mittelpuncle in der durch die beiden übrigen Puncte p bestimtnten 
Seite liegen; jeder dieser Mittelpuncle heifse c. Die auf diese Weise bei- 
stimmten Puncte sammt den 6 Puncten p, was zusammen 6p'\-lba'\'6b 
-|~ 30 c = 57 Puncte ausmacht, liegen allemal in irgend einer Curve fünf" 
ten Grads^ „Die Gleichung dieser Curve aufzustellen.'*^ — Wenn die 
gegebenen 6 Puncte p insbesondere in einem Kegelschnitte C^ liegen , so 
fallen die 6 Mittelpuncte b in einen zusammen, der dann ein DoppelpuncI der 
Curve C^ ist. Welche Beziehung haben die beiden Tangenten in diesem 
Doppelpuncte zu jenem Kegelschnitte C^? 

16. jS>iW in einer Ebene beliebige 6 Puncte p gegeben und man 
lyt an den durch je 5 derselben gehenden Kegelschnitt aus dem jedes-- 
maligen sechsten Puncte die beideti Tangenten, und bezeichnet jeden 8e- 
rührungspunct derselben durch a; denkt sich ferner durch je 4 der 
6 Puncte p diefenigen beiden Kegelschnitte beschrieben, welche Me dunA 
die zwei übrigen Puncte p gehende Gerade berühren, und bezüchnel 

jeden dieser Berührungspuncte durch b: so liegen die auf diese Weise 
bestinunien 42 Puncte, nämlich 12a und ZOb, altemal in irgend einer 
Curve 6^^" Grads, welche die gegebenen 6 Puncte p zu Doppelpuncten 
hat.^^ „Die Gleichung dieser Curve zu finden.'' 
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17. „Sind in einer Ebene 7 beliebige Puncte p gegeben und man 
legi durch je 6 derselben den durch sie bestimmten Kegelschnitt, und 
bezeichnet dessen Schnitte mit der durch die jedesmaligen zwei übrigen 
Puncte p gehenden Geraden durch a: so liegen die hierdurch bestimmten 
49 Puncte a allemal in irgend einer Curve ff^" Grads, welche die ge^ 
gebenen 7 Puncte p sm Doppelpuncten hat^ „Die Gleichung dieser Curve 
aufzustellen.^^ 

18. „Soll eine Curve dritten Grads durch gegebene 6 Puncte a 
gehen und einen Doppelpunct d haben, dessen zugehörige Tangenten 6e- 
ziehlicA durch zwei andere gegebene Puncte b und c gehen: so finden, 
im Allgemeinen, 25 Lösungen statt.^^ 

19. „Soll dne Curve dritten Grads durch gegebene 7 Puncte a 
gehen und einen Doppelpunct d haben, dessen eine Tangente durch einen 
gegebenen achten Punct b geht: so giebt es, im Allgemeinen, i8 Lösungen.** 

20. „Soll eine Curve dritten Grads durch 6 gegebene Puncte a 
gehen und einen Rückkehr punct r haben, dessen Tangente durch einen 
gegebenen siebenten Punct b geht: so finden, im Allgemeinen, 18 Lö^ 

sungen stall.** 

• • ^^ 

21. „Über einer gegebenen Grundlinie ab, deren Endpuncte in 
einer gegebenen Curve dritten Grads liegen, lassen sich dieser Curve 
fünf Pariülelogramme einschreiben. Die fünf Puncte, in denen die Dia^ 
gonalen der einzelnen Parallelogramme sich kreuzen, liegen mit der 
Miffe der Grundlinie ab allemal in irgend einem Kegelschnitte/^ Oder: 

„Zu jeder beliebig angenomtnenen Sehne ab in einer gegebenen 
Curve dritten Grads giebt es, im Allgemeinen, fünf andere Sehnen, die 
ihr gleich und parallel sind, und die Mitten solcher sechs Sehnen liegen 
allemal in irgend einan Kegelschnifte.'' Jede der 6 Sehnen schneidet die 
gegebene Curve noch in einem dritten Puncte, und diese 6 Puncte liegen 
ebenfalls in einem Kegelschnitte, welcher zu dem eben genannten eigenthflmliche 
Besiehnng bat. Lftfst man die Sehnen unendlich klein werden, d. h. in Tan- 
genten flbergehen, so geht der vorstehende Sats in einen bekannten Satz Ober. 

22. Zieht man durch einen festen Punct p in einer gegebenen Curve 
3*^" Grads C^ eine veränderliche Transversale, welche die Curve (aufser in /f) 
in zwei Puncten a und b schneidet, und bezeichnet die Mitte der Strecke ab 
durch P: so ist der Ort von P eine Curve 3'*''' Grads P^, welche p .zum 
Doppelpunct hat und durch die im Unendlichen liegenden drei Puncte a der 
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geglAenen Ciirve (P gebt. Sind p, Pi und p2 drei PuDcle der Curve C\ 
welche in einer Geraden G liegen, so schneiden die ihnen entsprechenden 
drei Curven P\ PI und PI einander zusammen (aufser in jenen S Punc» 
ten a^) in solchen 6 Puncten Q, welche in einem Ke^elschnifte (P liegen. 
Wird die Gerade G sich selbst parallel bewegt, so ündem sich zwar 
fttit den Puncten p, p^^ p^ und den Curven P^, Pf^ PI auch zugleich 
die 6 Puncfe Q: aber der Kegelschnitt Q\ in welchetn die letztem stets 
liegen, bleibt unveränderlich fest. 

23. Durph gegebene 9 Poncte p ist die Cnrve 3*** Grads, &^ im 
Allgemeinen, absolut bestimmt; und eben so die Cnrve 3^ Classe, K^, durch 
gegebene 9 Tangenten g. 

Soll dagegen eine Cnrve G^ durch gegebiene 8 Pnncte p geben und 
eine gegebene Gerade g berflhren, so ist sie vferdentig bestimmt, d. h. so 
finden 4 Lösungen statt; und gleicherweise ist die Curye K\ wenn sie 8 
gegebene Gerade g berflbren und durch einen gegebenen Punct p geben soll, 
vierdeutig bestimmt. 

WJe verbftit es sich nun in dieser Hinsicht, wenn die Curve G^ durch 
7, 6, 5, 4, 3, 2, 1,0 gegebene Puncto p geben und beziehlich 2, 3, 4, 
5^ 6, 7, 8, 9 gegebene Gerade g berflbren soll? Wie steigt die Zahl der 
Lösungen? Fflr die Cnrve K^ findet in allem Analoges statt. 

Berlin, im November 1852. 



Verbesserungen im vorhergehenden Hefte. 

S. 205 oben lies k\ 1% X] statt A, A,, A, 

— 207 unten lies o^.ß^^yBxyA siM yAiyB 

— 206 oben lies a\.ß\^zBizA statt zAizB 
Zeile 8 lies ua^ ißß^ =: b:a statt a : b 

— — Zeile 11 und 12 sind a und A^ mü b und A* su Tertauschen. 



Druck voQ 6. Reimer hi Berlio. 
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